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Как маятники, в разных плоскостях
мы движемся, порой соударяясь.
На пике единенья отдаляясь,
Сближаемся, когда велик размах.
Наталья Рябинина. Отражение
ПЕРЕДМОВА
Маятникові коливальні системи широко застосовуються в машинах 
і механізмах, наприклад, у сільськогосподарських молотарках, у гаси-
телях вібрацій та різноманітних заспокоювачів, у вібро – устаткуванні, 
у церковних дзвонах, у морських бакенах, розважальних атракціонах, 
тощо [10, 17, 20, 32 - 36, 42, 45, 78, 83, 97, 103, 106, 109, 114, 121]. 
Дослідженням цих систем займаються фахівці багатьох областей 
точних наук: теоретичної механіки, теорії машин і механізмів, при-
кладної й обчислювальної математики, тощо [8, 11, 14, 19, 30, 50, 101, 
125, 132]. На ефективність функціонування перерахованих пристроїв 
істотно впливають їх експлуатаційні параметри, у тому числі і пов’язані 
з їх геометричною формою. 
Особливо це стосується багатоланкових маятникових механічних 
систем [36]. При дослідженні цього різновиду пристроїв бажано було 
б унаочнити взаємне положення окремих ланок маятника у певні мо-
менти часу, а також передбачити варіанти нестійкості (хаотичності) 
коливань [35, 49, 60, 66, 67, 94]. 
Ці два питання можуть стати предметом дослідження прикладної 
геометрії, адже взаємне положення ланок маятника можна унаочни-
ти із застосуванням комп’ютерної анімації, а варіанти хаотичності 
коливань можна дослідити за допомогою спеціальних графічних 
зображень – фазових портретів коливань [15, 94, 97, 124, 134].
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З позицій прикладної геометрії ці два питання виявились у ще не 
зайнятій науковій ніші. Звідси стає зрозумілою актуальність обраної 
теми досліджень, яка полягає в розробці алгоритмічного забезпечен-
ня програм геометричного моделювання багатоланкових механічних 
маятникових коливань вантажів, та вивчення цього процесу засобами 
унаочнення у часі фазових портретів і анімаційного моделювання по-
ложень ланок маятникових коливальних систем.
Маятникові механізми, як динамічні системи, розглядалися у робо-
тах Є.І.Бутікова, В.С.Аніщенка, А.Л.Фрадкова, В.В.Козлова, Г.М. Яко-
венка, С.В.Кузнецова, Б.А.Мартинова, А.В.Борисова, О.М.Кисельова 
та ін. [14,  15, 25, 26, 65-67, 123, 124].  Геометричне моделювання склад-
них за формою об’єктів як результату їх профілювання за певними за-
конами належать до головних напрямків розвитку прикладної геомет-
рії та інженерної графіки. 
Однак проведені дослідження не дозволили створити інформа-
ційне забезпечення геометричного моделювання фазових портретів 
і анімаційного моделювання. Причина цього полягала у відсутності 
математичних процесорів, які б дозволили здійснювати їх геометрич-
не моделювання  на аналітичному та графічному рівнях. Винятком 
є роботи В.В.Ваніна [28, 29] та Т.В.Гнітецької [37 – 41], а також роботи 
О.М.Ларіна та Б.І.Кривошея [61 – 64, 78]. 
У роботах Л.М.Куценка та його учнів (С.В.Росохи, О.В.Васильєва, 
В.В.Суліми, В.М.Попова) [69] увагу приділено методам геометричного 
моделювання певних процесів у середовищі математичного процесора 
Maple. При цьому ще не дослідженими виявились питання розробки 
ефективних алгоритмів моделювання та виявлення особливостей ко-
ливань багатоланкових маятникових систем. Тому темою даної роботи 
обрано створення теоретичної бази для алгоритмів геометричного мо-
делювання коливань багатоланкових маятників.
Роботу виконано на кафедрі нарисної геометрії і графіки Національ-
ного технічного університету «Харківський політехнічний інститут» 
в рамках науково-технічної програми кафедри за замовленням НВП 
«Екструдер».
Метою дослідження є створення теоретичної бази для алгоритмів 
комп’ютерної анімації коливань багатоланкових маятникових сис-
тем, а також для побудови їх фазових портретів. Мали на увазі питання 
унаочнення у часі взаємного положення ланок в процесі коливань ба-
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гатоланкових маятникових механічних систем на основі розв’язання 
системи рівнянь Лагранжа другого роду, та побудови, в залежності від 
вхідних параметрів, множину фазових портретів коливальних систем з 
метою виявлення особливостей цих систем.
Об’єктом дослідження є процес коливань механічних систем маят-
никового типу.
Предметом дослідження є математичне забезпечення алгоритмів гео-
метричного моделювання та комп’ютерної анімації коливань багато-
ланкових маятникових систем, а також побудови їх фазових портретів.
Методи дослідження: теорія інваріантних множин динамічних сис-
тем, елементи теорії коливань, диференціальних рівнянь та обчислю-
вальної математики, а також елементи комп’ютерної графіки у середо-
вищі математичного процесора Maple та пакету WinSet. 
Для досягнення цієї мети у роботі поставлено такі основні задачі:
– проаналізувати  та  класифікувати способи опису коливальних 
процесів, характерних для багатоланкових маятників;
– для опису процесу коливань багатоланкових маятників розробити 
для процесора Maple метод автоматичного визначення системи 
диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду;
– скласти програму розв’язання системи диференціальних рівнянь 
Лагранжа другого роду за заданими початковими умовами;
– на основі знайдених розв’язків запропонувати метод унаочнення 
коливального процесу маятникових коливальних систем;
– проаналізувати взаємне положення ланок маятникової системи в 
обраний момент часу із застосуванням торової системи коорди-
нат, де кількість обертів ланки дорівнює кількості витків лінії на 
поверхні тора;
– побудувати множину фазових портретів коливальних систем ма-
ятникового типу у середовищі пакету WinSet;
– результати впровадити у виробництво для розрахунку вібраційно-
го апарату маятникового типу та у навчальний процес.
Наукову новизну роботи має метод унаочнення у часі процесу коли-
вань ланок маятникових механічних систем, складовими якого є спосіб 
складання та розв’язання диференціальних рівнянь Лагранжа другого 
роду, в результаті чого одержуються залежності для кутів відхилення 
ланок маятника від вертикалі, а також побудовані фазові портрети 
процесу коливань, що дозволяють виявити особливості цих систем.
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Практичне значення одержаних результатів роботи полягає у спро- 
можності на її теоретичній базі розраховувати реальні маятникові ко-
ливальні системи в процесі їх впровадження у машинах і механізмах 
сільгоспмолотарок, церковних дзвонів, морських бакенів, гасителів віб-
рацій та різноманітних заспокоювачів, розважальних атракціонів, тощо.
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РОЗДІЛ 1
ЗАСТОСУВАННЯ СХЕМ БАГАТОЛАНКОВИХ 
МАЯТНИКІВ ТА МЕТОДИ ЇХ РОЗРАХУНКУ
Розглянуто приклади застосування багатоланкових маятників, які 
умовно можна поділити на маятники ланцюгового типу та маятники 
комбіновані.
Опис коливання маятників за умови відсутності дисипативних сил в 























  (i = 1, 2, 3, …) , де  u'
i
- похідні за часом t від 
узагальнених координат uі(t), і де лагранжіан обчислюється як 
L = K – P. Тут через К і р позначено вирази для кінетичної та потен-
ціальної енергії. Узагальненими координатами тут обрано кути відхи-
лення від вертикалі окремих ланок маятника. 
Вважається, що кінетична енергія при плоско-паралельному русі 
тіла як об’єднання ланок дорівнює сумі тих кінетичних енергій, які б 
мало дане тіло при його поступальному русі зі швидкістю центра мас 
тіла в цілому, і при його обертальному русі навколо осі, яка проходить 
через центр мас тіла і перпедикурярної до тої нерухомої площини, па-
ралельно якій рухається тіло. 
Потенціальна енергія тіла при його плоско-паралельному русі дорів-
нює сумі потенціальних енергій всіх коливальних вантажів. 
Показано, що процес складання рівнянь Лагранжа другого роду є 
досить громіздким, тому його необхідно автоматизувати за допомо-
гою сучасних математичних пакетів. Наведено приклади автомати-
зованого складання рівнянь Лагранжа. Як висновок зроблено припу-
щення, що необхідно удосконалити зазначений процес за допомогою 
пакета Maple.
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1.1. Приклади застосування багатоланкових маятників
Наведемо декілька прикладів використання на практиці схем бага-
толанкових маятників, запозичених із сайтів Інтернету.  
На рис. 1.1  зображено маятниковий механізм біцепс / трицепс – 
машини CBT-380 виробництва BODY SOLID. При його застосуванні 
утворюється триланковий маятник сумісно з кінцівками спортсмена. 
Для одержання ефекту від тренувань необхідно розрахувати амплітуди 
коливань та моменти обертання його ланок. 
  
  а     б
Рис. 1.1. Маятниковий тренажер (а) та його застосування (б)
На рис. 1.2 наведено водяний насос з маятниковим рушієм. Тут не-
великі зусилля, які необхідно надати для коливання масивного маят-
ника, допомагають розвинути значні зусилля на важелі насоса.
На рис. 1.3 зображено схему метальної машини маятникового типу, 
яка використовувалася в стародавні часи під час військових баталій. 
Вона являє собою двох- або триланковий маятник. Розраховувати не-
обхідно довжину ланок та вагу баластного вантажу маятника.
На рис. 1.4 а, б наведено схеми маятникових систем нахилу ку-
зовів швидкісних залізничних вагонів, що різняться взаємним роз-
ташуванням чотирьох точок - центра повороту кузова при нахилі 
о
0
, центра ваги кузова G, центрів спирання першого (на поворотну 








Рис. 1.2. Маятниковий насос Рис. 1.3. Маятникова машина 
для метання
          а         б
Рис. 1.4. Системи маятникової підвіски вагонів
На рис. 1.5 наведено схему маятникового віброгасія коливань. Його 
використовують для запобігання руйнування машин шляхом зрівно-
важування коливальних імпульсів. Розраховувати необхідно довжину 
маятника, вагу баластного вантажу та періоду обертання.     
При конструюванні «людиноподібних» роботів виникає проблема 
керування інерційного захоплювача руки–маніпулятора. При цьому 
при контакті з предметом захоплювач повинен автоматично «зачини-
тися» і «схопити» предмет. 
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Рис.1.6. Траєкторії розгону  
захоплювача  маніпулятора
На рис. 1.6 наведено схему інерційного двохланкового маятнико-
вого захоплювача. Розраховувати необхідно вибір початкової точки 
траєкторії розгону захоплювача й організації його прискореного руху 
при обмеженнях по швидкості й прискоренню керованих узагальне-
них координат при розгоні на максимальну швидкість, або мінімізації 
витрат на керування при заданій кінцевій швидкості.
На рис. 1.7 а наведено медичний прилад маятникового типу для здій-
снення операції катаракти на роговиці ока (1.7 б). На рис. 1.8 зображе-
но послідовні кадри дії цього медичного приладу. Розраховувати необ-
хідно геометричні та динамічні параметри цього різновиду маятника.
  а     б
Рис.1.7. Маятниковий прилад (а) для операції на роговиці ока  
та катаракта на роговиці ока (б) 
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Рис.1.8.  Послідовні етапи процесу операції на роговиці ока  
за допомогою маятникового приладу
На рис. 1.9 наведено маятникову спарену систему педалей для 
барабанів естрадного оркестру. Для зручності виконавця необхідно 
розрахувати амплітуду коливань «булави» в залежності від кута пере-
міщання педалі.
Рис.1.9. Маятникова спарена система педалей 
 для барабанів естрадного оркестру
На рис. 1. 10 зображено маятникові атракціони для відпочинку –
гойдалку та карусель. Для надійного їх використання необхідно розра-
хувати параметри міцності цих механічних пристроїв.




Рис.1.10. Механічні атракціони маятникового типу:  
гойдалка  (а);  карусель (в) 
15розділ і
1.2. Схеми багатоланкових маятників
Багатоланкові маятники умовно можна поділити на маятники лан-
цюгового типу та маятники комбіновані. 
На рис. 1.11 наведено схеми маятників ланцюгового типу. Для них 
характерним є послідовне сполучення ланок у вузлових точках, через 
які коливання передаються до наступних ланок ланцюга маятника.
  
  а    б
               
   в г
Рис. 1.11. Схеми маятників ланцюгового типу
Звичайний математичний маятник (рис. 1.11 а) складається з нева-
гомого стержня довжини L, який шарнірно закріплений у точці о, і на 
який в точці а закріплено кульку масою m
1
. Узагальненою координа-
тою обирають кут u(t).





, які сполучаються у точці А, і на які в точках а і в закріп-
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. Узагальненими координатами обирають 
кути u(t) і v(t).







, які відповідно сполучаються в точках а і в, іна які в 







координатами обирають кути u(t), v(t) і w(t). 
Чотириланковий маятник (рис. 1.11 г) складається з неваго-








, які сполучаються у відповідних 



























Цю послідовність схем маятників ланцюгового типу можна продовжити. 
Більш складними є схеми маятників комбінованого типу (рис. 1.12). 
Для них є не обов’язково лише послідовне сполучення ланок, і лише у 
вузлових точках.
Магдебургський (обернений) маятник (рис. 1.12 а) складається з не-






, на які в точках а і С закріплені 




. Узагальненими координатами обирають кути 
u(t) і v(t).









 , на які в точках D і С закріплені кульки з маса-
ми м. Узагальненими координатами обирають кути u(t), v(t) і w(t).
            
  а     б
                
  в      г
Рис. 1.12. Схеми деяких багатоланкових комбінованих маятників
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. Узагальненими координатами обирають кути u(t) і  v(t).














. Узагальненими координатами обирають кути u(t),  v(t) і w(t).
Опис коливання маятників за умови відсутності дисипативних сил в 



























– похідні за часом t 
від узагальнених координат u
і
(t), і де лагранжіан обчислюється як 
L = K – P. Тут через К і р позначено вирази для кінетичної та потен-
ціальної енергії [17, 26, 72, 94, 98]. 
При цьому вважається, що кінетична енергія тіла при його плоско-
паралельному русі дорівнює сумі тих кінетичних енергій, які б мало 
дане тіло при його поступальному русі зі швидкістю центра мас тіла, 
і при його обертальному русі навколо осі, яка проходить через центр 
мас тіла і перпедикурярної до тої нерухомої площини, паралельно якій 
рухається тіло. 
Наприклад, для подвійного маятника маємо кінетичну енергію 2-го 
маятника  , де J
c
 – момент інерції відносно цен- 
тра мас [30].  
Потенціальна енергія тіла при його плоско-паралельному русі дорів-
нює сумі потенціальних енергій всіх коливальних вантажів.
1.3. Методи розрахунку коливань багатоланкових маятників
Наведемо спрощення, які звичайно приймаються при складанні рів-
нянь Лагранжа (як приклад – для подвійного маятника): маятник ут-
ворений двома невагомими і нерозтяжними твердими прутами, що не 
згинаються (це є стандартне припущення), рух маятника здійснюється 
в межах площини; дві маси, що рухаються, розташовані на кінцях дру-
гої ланки (рис. 1.13). Також вважається, що кути відхилення невеликі, 
і що тертя руху відсутнє.
Як узагальнені координати ми вибираємо Q і f , що представляють 
собою кути відхилення від вертикалі першої й другої маси, відповідно.
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Рис. 1.13 Параметри подвійного маятника




 = LQsin Q	 	 y
1
 = – LQcos Q,  (1.1)
де індекс 1 показує, що вирази стосуються першої маси. 
Наведемо вирази для обчислення кінетичної й потенціальної енергії 
першої маси. Кінетична енергія в декартових координатах має вигляд
  .     (1.2)





     (1.3)
Потенціальна енергія в декартових координатах залежить лише від y,
  .  (1.4)




 у рівняння для кінетичної енергії 
знаходимо в термінах узагальнених координат:
. (1.5)
Коли відомі кінетична й потенціальна енергії для першої маси, то 
можна перейти до обчислень, пов’язаних з другою масою. Декартові 
координати другої маси можна визначити аналогічно викладеному, 










знайдемо координати швидкості другої маси:
 . (1.7)
Використовуємо швидкість, щоб знайти кінетичну енергію.
Або, після перетворень, одержуємо
 . (1.8)






 ⇒ mgL(-cosQ	-cosϕ).   (1.9)
Застосовуючи тригонометричну тотожність
  cosa cosb + sina sinb = cos(a-b).   (1.10)
і поєднуючи (1.5) і (1.8), знаходимо загальну кінетичну енергію T
tot
 , а 
також поєднуючи (1.4) і (1.9), знаходимо потенціальну енергію U
tot
:
 ;  (1.11)
  U
2
 = mgL(-2cosQ	-cosϕ).    (1.12)
Таким чином, ми визначили повну кінетичну й потенціальну енергію 
для системи функція двох узагальнених координат. Ця інформація для 
визначення рівнянь рухів далі використовується як елемент лагранже-
вої механіки. Функція Лагранжа системи (лагранжиан) визначається як 
L = T – U , тобто для розглянутої системи маємо лагранжіан у вигляді
 .    (1.13)
У лагранжевій механіці необхідно знайти рівняння руху для кожної 
змінної при використанні наступного співвідношення [17, 26, 97]:
   .  (1.14)
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Це співвідношення має місце для всіх узагальнених координат q
1
. 
Спочатку знайдемо рівняння руху для координати Q:
Після виконання аналітичних перетворень одержуємо 
  . (1.15)
Далі виконаємо те ж саме для f:
Перетворимо це в стандартну форму,
  . (1.16)
Отже, було отримано подвійну систему диференціальних рівнянь 
другого порядку (1.15) – (1.16). Розв’язання її точно аналітичними ме-
тодами навряд чи можливе (адже на практиці ці рівняння ще будуть уск-
ладнені певними деталями). Тому систему рівнянь розв’язують чисель-
но за допомогою математичних пакетів наприклад, Maple або Mathcad. 
Для зручності необхідно спочатку виконати деякі перетворення.
Спочатку, розв’яжемо (1.15) відносно Q:
  . (1.17)



















1      (1.18)
Далі розв’язуємо (1.16) відносно f:
  φsin)Lg()φθsin(θ)φθcos(θφ −−+−−= 2 . (1.19)

























В результаті одержано рівняння для  Q й  f тільки в термінах дифе-
ренціалів більше низького порядку. 
Рівняння Лагранжа є одним з математичних інструментів, які вико-
ристовується в класичній механіці. Ці рівняння дозволяють описувати 
у тому числі і рух багатоланкового маятника. 
Далі розглянемо руху подвійного маятника за умови малої ампліту-
ди. У цьому випадку  величина (Q–f) дорівнює 0, що у свою чергу 
дозволяє вважати cos(Q±	f) ⇒	1	i sin(Q±	f) ⇒	0, і sinQ	≈	Q   . У такий 
спосіб отримана система рівнянь (1.15) – (1.16) приймає вигляд





















eiωt й візьмемо другі похідні за 
















































Щоб знайти величину для ω, ми повинні знайти власні значення для 
цієї системи рівнянь. В результаті знаходимо






.   (1.23)
Це приводить до двох характерних частот системи,
  .    (1.24)
Для знаходження нормальних станів системи, ми повинні знай-
ти власні вектори системи. Для цього ми повинні включити знайдені 
власні значення назад у матрицю в (1.22) і визначити, коли та система 
буде дорівнювати нульовому вектору [98, 99]:
 . (1.25)
.. ..
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Подібно виконаємо для другого власного значення,
 . (1.26)
Це означає, що будь-які два кути, які задовольняють цим відношен-
ням, (типу 5 = Q,	5  = f або 3 = Q,	–3  = f ) будуть нормальними 
коливаннями (модами) системи. Випадок, що обидва кути – та ж сама 
ознака, – симетричний мода коливання й коли ці дві – протилежні 
ознаки антисиметрична мода [99]. 
Далі знайдемо рівняння руху для подвійного маятника, коли маси й 


































Кінетичну енергія знайдемо так само як і у попередньому випадку: 
знаходячи похідні часу кожної з координат (як в (1.3) і (1.7)) і включа-
ючи їх у рівняння для кінетичної енергії (як в (1.5) і (1.8) і використо-
вуючи тотожність (1.10)), одержуємо: 
 . (1.29)
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Щоб у цифровій формі було зручно використовувати ці рівняння, 
можна було б їх розв’язати (як в (1.17) – (1.20)). 
На закінчення розглянемо рух подвійного маятника з малою амп-
літудою.
Розв’язки (1.31) і (1.32) для коливань малої амплітуди також допус-
кає спрощення. Використовуючи ті ж припущення, (1.31) набуде виду
 02122121 =++++ θ)mm(gφlmθl)mm(  . (1.33)
а (1.32) набуде вигляду
   0
12
=++ φgθlφl  . (1.34)
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Тепер, щоб виключити другі похідні, ми розв’язуємо (1.34) відносно f,












 .  (1.35)
і поміщаючи це в (1.33), одержуємо






+−= .  (1.36)
Далі зробимо те ж саме для  . Розв’язуємо (1.34) відносно Q:







= .   (1.37)
Потім, поміщаючи це в (1.33), одержуємо:
   









21 .  (1.38)
Зазначимо, що (1.36) і (1.38) дозволяють одержати вирази (1.21), 
якщо ми покладемо  .
1.4. Дослідження хаотичності коливань  
на прикладі подвійного маятника
Щоб переконатися в хаотичному або нехаотичному характері коли-
вальної системи необхідні більш глибокі дослідження. Е.Пуанкаре ви-
найшов витончений спосіб вивчити траєкторії за допомогою фазового 
простору (http://tabitha.phas.ubc.ca/wiki/index.php/Double_pendulum).
Для пояснення оберемо випадок подвійного маятника з однакови-
ми ланками довжини L і однаковими масами m. У фазовому просторі 
визначимо деяку площину й зафіксуємо точки перетину фазової траєк-
торії з цією площиною. Далі спроекціюємо ці точки перетину на коор-
динатну площину. Ця побудова носить назву відображення Пуанкаре. 
У випадку подвійного маятника доцільно використовувати проекції 
на площину (Q,	рQ) , а у якості січної площини слід обрати площину 
з описом sinQ	= 0. Тут   [93, 94, 132].
Для ілюстрації початку хаосу будується відображення Пуанкаре з 
близькими на малу величину початковими умовами. На рис. 1.14 на-
ведені зображення приблизно для однієї тисячі коливань системи. При 
цьому, на рис. 1.14 а зображено відображення Пуанкаре для рідкісно-
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Рис. 1.14. Відображення Пуанкаре
 для коливання подвійного маятника 
Хаотичний рух подвійного маятника глибоко пов’язаний із фрак та-
лами [44, 50, 60, 66, 92, 105]. Так, за допомогою фрактала можна склас-
ти прогноз стосовно того, чи перевернеться даний маятник у межах 
заданого проміжку часу при даному наборі початкових умов. Для цього 
необхідно досліджувати загальну структуру розв’язків. 
На рис. 1.15 на площині (Q,	f) зображено фрактал по x-напрямку у ме-
жах величини Q	від -3 до 3, і по y-напрямку для величини f від -3 до 3. 
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Рис. 1.15. Фрактал, який дозволяє спрогнозувати,  
перевороти маятника при даних початкових умовах
При цьому колір кожного пікселя вказує на те, чи перевернеться 
маятник. А саме, кількість його переворотів у межах 10 √g/L показано 
зеленим кольором, у межах 100 – червоним кольором, у межах 1000 – 
фіолетовим кольором, а в межах 10000 – синім кольором. Ті парамет-
ри, які не дозволять маятнику обернутися в межах вище 10000 √g/L, 
зображені білими. Границя центральної білої області позначає 
часткове збереження енергії, і визначається кривою з рівнянням 
3cosQ	+ cos f	= 2. У області, обмеженою цією кривою, тобто, якщо 
3cosQ	 + cos f	 > 2, то виходить, що енергії недостатньо для пере-
вороту будь-якого маятника. Поза цією областю, маятники мо-
жуть перевертатися, і це визначається початковими умовами 
конкретною коливальною системою. Докладніше про це див. в 
http://tabitha.phas.ubc.ca/wiki/index.php/PHYS_350_2005W_F4
На завершення наведемо приклад програми для розрахунку фазово-
го портрету і відображення Пуанкаре маятника для пакету MathCAD
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1.5. Використання математичних пакетів  
для  моделювання коливань маятників
Для розрахунку подвійного маятника програма для MathCAD 
має вигляд (див. http://www.ifm.ethz.ch/meca/applets/doppelpendel/
dPendulum.html )
Angle conversions  when playing with  the above applet: 
θupper 5 deg⋅:=  θupper 0.087= (radians) θlower 0 deg⋅:=  θlower 0=
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S eigenvecs A( ):=
Solution: 
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Далі наведемо інший варіант програми для математичного пакету 
MathCAD для розрахунку динаміки подвійного маятника, параметри 
якого зображено на рис. 1.16.
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Рис. 1.16. Подвійний маятник
Наведемо screen shot програми з екрану монітора.
Одержання Лагранжіана системи:
Описание: http://sciencewold.wolfram.com/physics/DoublePendulum.html
Независимые переменные для системы уравнений и их производные
Выражение координат масс через независимые переменные
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Далі використано аналітичне диференціювання MathCAD для одер-
жання рівнянь руху (зображення програми з екрану монітора)
Наведемо вигляд правої частини системи звичайних диференціаль-
них рівнянь, що є математичною постановкою задачі (зображення з 
екрану монітора). 
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Наведемо програму інтегрування системи рівнянь і визначення ко-
ординат вантажів (зображення програми з екрану монітора):
На рис. 1.17 наведемо результати тестового розрахунку, а на рис. 1.18 
зображено координати вантажів в залежності від часу.
Рис. 1.17. Результати тестового розрахунку коливань
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 Рис. 1.18. Координати вантажів подвійного маятника
в залежності від часу
На рис. 1.19 наведено залежність кута відхилення від швидкості 
для першого та другого вантажів
Рис. 1.19. Залежність кута відхилення від швидкості 
для першого та другого вантажів
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Далі для прикладу наведемо програму для пакету MatLab: 
function f = pendulum(t,y)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% f = pendulum(t,y)      %
%  -- Evaluation of 1st Order System of ODEs   %
%       modeling a mechanical pendulum--   %
%        %
% pendulum.m computes     %
% f(t,y) =       %
%     [y(2);u - c*y(2) - m*g*y(1))/(m*l)]    %
%             (mydata.linarflag == 0)    %
%  or        %
%     [y(2);u - c*y(2) - m*g*sin(y(1)/(m*l)]   %
%           (mydata.linarflag == 1)    %
% where the ODE y’ = f(t,y) describes the motion  %
% of a damped, driven pendulum.    %
%        %
% input t Real nonnegative number denoting %
%   the time at which f(t,y) is computed. %
%        %
%  y Real column vector   %
%   y = [theta(t);theta’(t)]   %
%        %
% output f Real column vector denoting  %
%   f = [theta(t);theta’(t)]   %
%        %
% Yalin Sagduyu and Dianne P. O’Leary   %




% mydata.m         is the mass    %
% mydata.l         is the length of the pendulum  %
% mydata.g = 9.81        is the acceleration of gravity  %
% mydata.c         is the damping constant  %
% mydata.forcedflag  = 0 indicates no applied force  %
%   = 1 indicates applied force  %
%   = 2 indicates applied force  % 
%    with control   %
% mydata.linearflag = 0 indicates the nonlinear model  %
% mydata.forceangle =   forceangle.    %
%    u(t) = m*g*sin(forceangle)  %
%   when forcedflag == 1   %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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if (mydata.forcedflag == 0)
    u = 0;
elseif (mydata.forcedflag == 1)
    u = mydata.m * mydata.g * sin(mydata.forceangle);
else
    u = mydata.m * mydata.g * sin(mydata.forceangle)...
           + mydata.m * mydata.l * (mydata.Bc * y(2));
end
if (mydata.linearflag == 0)
    tt = sin(y(1));
else
    tt = y(1);
end
f(1,1) = y(2);
f(2,1) = (u - mydata.c*y(2) - mydata.m * mydata.g * tt) ...
                                     /(mydata.m * mydata.l);
На завершення наведемо приклад програми розрахунку динаміки 
маятника для математичного пакету DERIVE.




















VZ1:=R*COS TETA * TETA]’$




































FOR I:=1:N DO WORK(I,J):=PNM(I)-C(I)$
FP(J):=DET(WORK)
         END$
Ht:=FOR I:=1:M SUM PNM(I)*FP(I)/DEL$
FOR I:=1:N DO QT(I):=FP(I)/DEL$
FOR I:=1:N DO WRITE QT(I)$
H:=H-L(Q,QT,TM);
COMMENT *****   USER   *****$
PNM(l):=P1$PNM(2):=P2$PNM(3):=P3$PNM(4):=P4$PNM(5):=P5$
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WRITE PNM (I) ,’”=”,-RP2
EMD$
В результаті буде одержано «псевдоаналітичний» вираз у вигляді:
LAGR:=(M*(cos(Q1)2*R2*Q3*2+4cos(Q1)2*R2*Q32+4* cos(Q1)*R2*
  Q3’*Q2 - 8*SIN(Q1)*G*R + R2*Q32 +2*R2*Q2’2 + R2* 
  Q1’2 +4*Q5’2 + 4*Q4’2))/8
обощенные импульсы
 (M*R2*Q1’*(4*COS(Q1)2 + 1))/4
 (M*R2*(COS(Q1)*Q3’ + Q2’))/2
 (M*R2*(COS(Q1)2*Q3’ + 2*COS(Q1)*Q2’+Q3’))/4
 M*Q4’
 M*Q5’








 DEL := (M5*R6*(-4*COS(Q1)4+3*COS(Q1)2 +1))/32
обобщенные скорости, выраженные через обощенные импульсы,
 (4*PNN(1))/(M*R2*(4*COS(Q1)2 + 1))
 (2*(-COS(Q1)2*PNN(2)+2*COS(Q1)-PNN(3)-PNN(2)))/ 
  M*R2*(COS(Q1)2 -1))
Повністю цю програму наведено в монографії під редакцією 
В.Г.Веретеннікова [120].
.
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ВИСНОВКИ ДО ПЕРШОГО РОЗДІЛУ
1. Схеми багатоланкових маятників застосовуються у досить вели-
кій кількості механізмів та машинах. 
2. Багатоланкові маятники умовно можна поділити на маятники 
ланцюгового типу та маятники комбіновані.
3. Опис коливання маятників за умови відсутності дисипативних 






















d  (i = 1, 2, 3, …) , де  - похідні за часом t від 
узагальнених координат uі(t), і де лагранжіан обчислюється як 
L = K – P (через К і р позначено кінетичну та потенціальну енергії). 
Узагальненими координатами є кути відхилення від вертикалі окремих 
ланок маятника. 
4. Кінетичну енергію при плоско-паралельному русі тіла як 
об’єднання ланок дорівнює сумі тих кінетичних енергій, які б мало 
дане тіло при його поступальному русі зі швидкістю центра мас тіла в 
цілому, і при його обертальному русі навколо осі, яка проходить через 
центр мас тіла і перпедикурярної до тої нерухомої площини, паралель-
но якій рухається тіло. 
5. Потенціальна енергія тіла при його плоско-паралельному русі 
дорівнює сумі потенціальних енергій всіх коливальних вантажів. 
6. Процес складання рівнянь Лагранжа другого роду є досить гро-
міздким, тому його необхідно автоматизувати за допомогою сучасних 
математичних пакетів. 
7. Відомі способи складання рівнянь Лагранжа за допомогою пакетів 
MathCAD, MatLab і Derive потребують удосконалення. 
8. Вважається за доцільне удосконалити зазначений процес скла-




СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
ЛАГРАНЖА ДРУГОГО РОДУ
Показано, що для автоматизованого формування системи рівнянь 
Лагранжа другого роду у аналітичному вигляді доцільно використа-
ти Maple-оператор subs(X=A,B), який дозволяє у виразі В замінити 
підвираз Х на підвираз А.
Розроблено програму розв’язання знайдених рівнянь Лагранжа, 
де розв’язок вдалося одержати у вигляді процедур. На практиці ці 
розв’язки можна трактувати і використовувати, як аналітичні вирази, 
що є зручним при побудові фазових портретів коливальної системи.
Все це дало підстави для розробки варіантів програм розрахунку ма-
ятників ланцюгового типу та багатоланкових маятників, компоненти 
яких можуть сполучатися практично довільним чином. Розглянуто 
базовий варіант програми, яку можна удосконалювати з метою більш 
адекватного опису коливального процесу. Наприклад, у виразі для кі-
нетичної енергії можна ще враховувати і момент інерції всього коли-
вального тіла відносно центра мас Jc.
Показано, що оцінити кількість кругових обертань вільної ланки (як 
приклад, подвійного) маятника можна в торовій системі координат за 
допомогою кількості витків кривої, намотаної на поверхню тора.
Для деяких різновидів маятників в роботі здійснено пошук тих ком-
бінацій параметрів, які б забезпечили не хаотичність коливань багато-
ланкових маятників хоча б на протязі відрізку часу [0..T].    
Для визначення факту нехаотичності коливань на протязі Т сек в 
роботі обчислювалися коливання з трьома близькими початковими 
умовами, які розрізнялися на (апріорі малу) величину Pi/10000.
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2.1. Складання системи рівнянь Лагранжа другого роду  
за допомогою Maple-операторів
Для автоматизованого формування системи рівнянь Лагранжа 
другого роду у аналітичному вигляді доцільно використати Maple-
оператор subs(X=A,B), який дозволяє у виразі В замінити підвираз Х 
на підвираз А [9, 43, 47, 84, 87].



















у аналітичному вигляді можна одержати за допомогою Maple-
операторів, відповідно,   dL_U := subs(W = diff(u(t),t), 
   diff(subs(diff(u(t), t) = W, L), W));
dL_U_dt := diff(dT_U, t);
dL_U_ := subs(W = u(t), diff(subs(u(t) = W, L), W)).
Тоді рівняння Лагранжа другого роду у аналітичному вигляді можна 
одержати за допомогою оператора  dL_U_dt - dL_U_ =0.
2.1.1. Проілюструємо твердження на прикладі складання рівнянь 
Лагранжа другого роду для подвійного маятника. 
Рис. 2.1. Подвійний маятник
З рис. 2.1 одержуємо координати вузлових точок
xa := L1*sin(u(t)); 
ya := L1*cos(u(t));
xb := xa+L2*sin(v(t)); 
yb := ya+L2*cos(v(t)).
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Враховуючи вирази для кінетичної та потенціальної енергії, 
одержуємо вираз для обчислення лагранжіана (тут і далі наведено screen 
shot робочого вікна Maple, тому аналітичні вирази є стилізованими): 
(2.1)
       
Програмна реалізація операторів наведеного твердження 2.1 приво-
дить до системи диференціальних рівняння Лагранжа другого роду:
(2.2)














. Узагальненими координатами оберемо кути u(t), v(t) і w(t). 
Тоді маємо наступні вирази для обчислення координат вузлових точок: 







Враховуючи вирази для 
кінетичної та потенціальної енергії, 
одержуємо співвідношення для 
лагранжіана для потрійного маят-
ника:
(2.3)
Рис. 2.2. Потрійний маятник
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За допомогою операторів твердження 2.1 одержуємо три рівняння Лаг-
ранжа другого роду (для економії місця наведемо лише перше і третє):
   (2.4)
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2.1.3. На завершення розглянемо чотириланковий маятник, який 


























натами оберемо кути u1(t), u2(t), u3(t) і u4(t). Цей принцип нумерації 
кутів є зручним для випадків, коли кількість ланок маятника ланцю-
гового типу більша трьох. Тоді маємо наступні вирази для обчислення 







x4 := x3+L4*sin(u4(t)): 
y4 := y3+L4*cos(u4(t)):
Враховуючи вирази для кіне-
тичної та потенціальної енергії, 
одержуємо співвідношення для 
обчислення лагранжіана:
Рис. 2.3. Чотириланковий маятник
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  (2.5)
Реалізація операторів твердження 2.1 приводить до чотирьох рівнянь 
Лагранжа другого роду (для економії місця наведемо перше і четверте):
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(2.6)
Аналогічним чином можна скласти вираз для лагранжіану і рівняння 
Лагранжа для довільного маятника ланцюгового типу. У додатку А на-
ведено Maple – програму розрахунку маятників ланцюгового типу. 
Це є базовий варіант програми, яку можна удосконалювати з метою 
більш адекватного опису коливального процесу. Наприклад, у виразі 
для кінетичної енергії можна ще враховувати і момент інерції всього 
коливального тіла відносно центра мас Jc. Тоді для попереднього при-
кладу тоді кінетичну енергію слід обчислювати так:  
              K := (m1*(diff(x1,t)^2 + diff(y1,t)^2) + 
            m2*(diff(x2,t)^2 + diff(y2,t)^2) +
            m3*(diff(x3,t)^2 + diff(y3,t)^2) +
            m4*(diff(x4,t)^2 + diff(y4,t)^2) )/2 +
             Jc*diff(u4(t),t)^2/2;
2.2. Розв’язання системи рівнянь Лагранжа другого роду  
та побудови фазових портретів коливань
Позначивши ліві частини рівнянь Лагранжа другого роду як ODE1 і 
ODE2, розв’яжемо одержану систему з двох (як приклад) рівнянь з по-
чатковими умовами, наприклад, такими 
initial := {u(0)=Pi/2,D(u)(0)=0,v(0)=Pi,D(v)(0)=0},
будемо чисельно:
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   sol := dsolve({ODE1,ODE2} union initial, numeric,
  method=rkf45, output=listprocedure).
Тут опція output=listprocedure дозволяє отримати розв’язок у 
вигляді процедур. Після доопрацювання 
  solu :=  subs(sol, u(t)):
  solv :=  subs(sol, v(t)):
      dsolu := subs(sol, diff(u(t),t)):
      dsolv := subs(sol, diff(v(t),t)):
ці розв’язки можна трактувати і використовувати, як аналітичні вирази. 
Це є зручним при побудові фазових портретів коливальної системи.
Твердження 2.2. Фазовий портрет для змінної u(t) на проміжку часу 
[0...T] можна побудувати за допомогою оператора
plot([solu(t), dsolu(t),t=0..T], labels=[u,du]).
Розглянемо різновиди фазових портретів. У випадку подвійного 
маятника з параметрами  L1=0.2; L2=0.1; m1=1; m2=1  маємо 
залежність похідної du від кута u (рис. 2.4), залежність похідної dv від 
кута v (рис. 2.5), а також залежність кута u від кута v (рис. 2.6).
 
Рис. 2.4. Графік залежності похідної du від кута u
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Рис. 2.5. Графік залежності похідної dv від кута v
 
Рис. 2.6. Графік залежності кута u від кута v
Твердження 2.3. Оцінити кількість кругових обертань вільної ланки 
(подвійного) маятника можна в торовій системі координат (рис. 2.7 а) 
за допомогою кількості витків кривої
x := (L1 + L2*cos(solv(t)))*cos(solu(t));
y := (L1 + L2*cos(solv(t)))*sin(solu(t));    (2.7)
z := L2*sin(solv(t)),
намотаної на поверхню тора (рис. 2.7 б - г)
),
      (2.8)
При цьому на рисунках 2.7 б, 2.7 в  і 2.7 г показано траєкторії коли-
вання маятника, відповідно, за 1, 3 і 5 секунд.  
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  а)     б)
 
  в)     г)
Рис. 2.7. Торова система координат та витки кривої  
на поверхні тора
До головних досліджень багатоланкової маятникової системи нале-
жить пошук тих параметрів, які б забезпечили не хаотичність коливань 
хоча б на протязі відрізку часу [0..T].    
Хаотичними називаються такі коливання багатоланкових маятни-
ків, коли як завгодно мала зміна початкових умов коливання призво-
дить до зміни характеру коливання маятника на якісному рівні.
 До початкових відносять як кутові і «швидкісні» параметри, 
так і геометричні і «вагові» параметри
Для визначення факту нехаотичності коливань на протязі Т сек бу-
демо обчислювати коливання з трьома близькими початковими умо-
вами, які розрізнятимуться на величину Pi/10000
Приклад завдання початкових умов:
init:={u(0)=Pi/2, D(u)(0)=0, v(0)=Pi, D(v)(0)=0}:




(в цьому випадку розв’язок позначатиметься штрих-пунктирною 
лінією);
   init:={u(0)=Pi/2+Pi/10000,
                     D(u)(0)=0,v(0)=Pi,D(v)(0)=0}:
(в цьому випадку розв’язок позначатиметься пунктирною лінією).
Твердження 2.4. Для початкових значень параметрів 
        L1 = 0.75:  L2 = 1.2:  m1 = 2.:  m2 = 2.:
і початкових умов 
        u(0)=Pi/2, D(u)(0)=0, v(0)=Pi, D(v)(0)=0:
коливання подвійного маятника буде нехаотичним на протязі 9 сек, 
що слідує з фазових портретів, зображених на рис. 2.8.
Рис. 2.8 а. Фазовий портрет для змінної u(t) подвійного маятника
Рис. 2.8 б. Фазовий портрет для змінної v(t) подвійного маятника
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При цьому вільна ланка подвійного маятника зробить 11 обертів, 
що слідує з рис. 2.9.
Рис. 2.9. Витки фазової кривої на поверхні тора
при розрахунку подвійного маятника
2.3. Визначення коливань багатоланкових маятників  
неланцюгового типу
2.3.1. Для прикладу розглянемо моделювання коливань магдебурзь-












. Для визначеності взято  L
0
 = 0,45; L
1
 = 0,3; L
2
 = 0,2; m
1
 = 3.5 
і m
2
 = 1.5 умовних одиниць. Через Jc позначено момент інерції всього 
тіла відносно центру мас (Jc = 0,1). Тоді 
xa := L1*sin(u(t));  ya := L1*cos(u(t));
xb := -L0*sin(u(t));  yb := -L0*cos(u(t));
xc := xb + L2*sin(v(t)); yc := yb + L2*cos(v(t)),
і вирази для кінетичної і потенціальної енергії матимуть вигляд
 
            (2.9)




Для визначення стійкості магдебурзького маятника до хаотичних 
коливань, в залежності від початкових умов, будемо одержану систему 
рівнянь розв’язати з трьома початковими умовами:
u(0)=Pi/2,   D(u)(0)=0, v(0)=Pi, D(v)(0)=0};
{u(0)=Pi/2-Pi/10000, D(u)(0)=0, v(0)=Pi, D(v)(0)=0};
{u(0)=Pi/2+Pi/10000, D(u)(0)=0, v(0)=Pi, D(v)(0)=0}.
На рис. 2.10 зображені суміщені фазові портрети цих розв’язків, 
які позначено лінями, відповідно, суцільною, штрих-пунктирною та 
пунктирною. Значення параметрів: L0=0,4; L1=0,4; L2=0,2; 
m1=3,5 і  m2=1,5. Одержані зображення переконують у тому, що 
при цих параметрах маятник здійснюватиме хаотичні коливання. 
Рис. 2.10 а. Суміщені фазові портрети для параметра u(t)
розв’язків з близькими початковими умовами
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Рис. 2.10 б. Суміщені фазові портрети для параметра v(t)
розв’язків з близькими початковими умовами
В результаті проведених комп’ютерних експериментів в роботі знай-
дено набір параметрів, які забезпечать стійкість коливань маятника.
Твердження 2.5. Для початкових значень параметрів  L1 = 0.4: 
L2 = 0.2:  m1 = 3.5:  m2 = 1.5: і початкових умовах 
  u(0)=Pi/2, D(u)(0)=0, v(0)=Pi, D(v)(0)=0:
коливання магдебурзького маятника на протязі 30 сек буде нехаотич-
ним, що слідує з фазових портретів, зображених на рис. 2.11.
Рис. 2.11 а. Суміщені фазові портрети для параметра u(t)
магдебурзького маятника
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Рис. 2.11 б. Суміщені фазові портрети для параметра v(t)
магдебурзького маятника
2.3.2. Другий приклад стосується коливання маятника Томсона-Тета 







 , на які в точках B і С закріплені кульки з масами mB і mD. 
Тоді координати вузлових точок можна обчислити за формулами:  
xa := L1*sin(u(t)):       ya := L1*cos(u(t)):
xb := xa + L3*sin(v(t)):  yb := ya + L3*cos(v(t)):
xc := xa - L2*sin(v(t)):  yc := ya - L2*cos(v(t)):
Вирази для кінетичної і потенціальної енергії матимуть вигляд
(2.11)
Тут через Jc позначено момент інерції всього коливального тіла від-
носно центру мас (Jc = 0,1).
Автоматизовано складена система рівнянь Лагранжа другого роду 
для маятника Томсона-Тета має вигляд
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(2.12)
В результаті проведених комп’ютерних експериментів з цими рів-
няннями в роботі знайдено набір параметрів, які забезпечать стійкість 
коливань маятника Томсона-Тета.
Твердження 2.6. Для значень параметрів  L1=1.9: L2=0.5: 
L3=0.2: m2 = 1.0: m3 = 0.5: і початкових умов  
u(0)=Pi/2, D(u)(0)=0, v(0)=Pi/6,  D(v)(0)=0:
на протязі 9 секунд коливання маятника Томсона-Тета буде нехаотич-
ним, що слідує з фазових портретів, зображених на рис. 2.12.
Рис. 2.12 а. Суміщені фазові портрети для параметра u(t)
маятника Томсона-Тета
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Рис. 2.12 б. Суміщені фазові портрети для параметра v(t)
маятника Томсона-Тета
2.3.3. На завершення розглянемо коливання комбінованого маят-









 , на які в точках B і D закріплені кульки з масами 
mB і mD.
Тоді координати вузлових точок можна обчислити за формулами:  
xa := L1*sin(u(t)):        ya := L1*cos(u(t)):
xb := xa - L2*sin(v(t)):   yb := ya - L2*cos(v(t)):
xc := xa + L3*sin(v(t)):   yc := ya + L3*cos(v(t)):
xd := xc + L4*sin(w(t)):   yd := yc + L4*cos(w(t)):
Вирази для кінетичної і потенціальної енергії матимуть вигляд
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..
Для комбінованого маятника було складено систему рівнянь Лаг-
ранжа другого роду. В результаті проведених комп’ютерних експери-
ментів з цими рівняннями в роботі не  вдалося знайти набір парамет-
рів, які б забезпечили стійкість коливань комбінованого маятника.
Твердження. Для значень параметрів  L1=0.2: L2=0.2: L3=0.2: 
L4=0.2: mB=2.6: mD =1.3: і початкових умов u(0)=Pi/3, 
D(u)(0)=0, v(0)=Pi/6, D(v)(0)=0, v(0)=Pi/2, D(w)(0)=0: 
коливання комбінованого маятника буде хаотичним принаймні 10 сек. 
Це слідує з фазових портретів на рис. 2.13.
Рис. 2.13 а. Суміщені фазові портрети для параметра u(t)
комбінованого маятника
Рис. 2.13 б. Суміщені фазові портрети для параметра v(t)
комбінованого маятника
В додатку А наведена Mapl-програма, яка дозволяє будувати фазові 
портрети для багатоланкових маятників неланцюгового типу.  
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2.4. Розрахунок нестандартних різновидів 
багатоланкових маятників
В цьому підрозділі розглянемо ще два приклади багатоланкових ма-
ятників. Для першого прикладу – варіанту триланкового маятника – ха-
рактерним є короткочасність (імпульсивність) дії, а для другого – под-
війного маятника – характерною є зміна довжини першої ланки.
2.4.1. На рис. 2.14 наведено схему машини для метання (катапуль-
ти), яка застосовувалася у стародавні часи під час воєнних баталій.
Рис. 2.14. Схема машини для метання




, до якого шар-




. До останніх в вуз-
лових точках закріплені вантажні кульки з масами m1 і m2. На практи-
ці масу m1 обирають на декілька порядків більшою стосовно маси m2. 
При відпусканні цього маятника перший вантаж під дією ваги падає 
донизу, в результаті чого другому вантажу надається прискорення, яке 
і спричиняє ефект метання.
В якості узагальнених координат оберемо кути u(t), v(t) і w(t). Тоді 
координати вузлових точок обчислюються так:
x1 := L1*sin(u(t)):         y1 := -L1*cos(u(t)):
x2 := -L2*sin(u(t)):         y2 := L2*cos(u(t)):
x4 := x1 - L4*sin(u(t) + v(t)):
y4 := y1 + L4*cos(u(t) + v(t)):
x3 := x2 + L3*sin(u(t) - w(t)):
y3 := y2 - L3*cos(u(t) - w(t)):
Вирази для кінетичної і потенціальної енергії матимуть вигляд:
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Автоматизовано складена система рівнянь Лагранжа другого роду 
для метальної машини має вигляд
                                                                                                                      (2.15)




В результаті розв’язання цієї системи, наприклад, з параметрами 
L1 = 1; L2 = 4; L3 = 4,25; L4 = 1; m1 = 100; m2 = 2; 
mb = 0 і початковими умовами u(0)=3*Pi/4, D(u)(0)=0, 
v(0)= Pi/4, D(v)(0)=0, w(0)= Pi/4, D(w)(0)=0 для проміж-
ку часу 1,1 сек було одержано фазові портрети для кутів u(t), v(t)  і w(t) 
(рис. 2.15 а,б,в). 
Рис. 2.15 а. Фазовий портрет для параметра u(t)
Рис. 2.15 б. Фазовий портрет для параметра v(t)
62 Куценко Л.М., Адашевська І.Ю.
. .
Рис. 2.15 в. Фазовий портрет для параметра w(t)
Аналіз фазових портретів дозволяє аналізувати цю маятникову 
систему. Наприклад, досить з’ясувати (рис. 2.15 в), що максимальну 
швидкість зміна кута w(t) досягне при w = 2,6. Тоді ж максимальної 
швидкості досягне і зміна кута v(t) (рис. 2.15 б). В цей момент вантаж 
для метання також набуде максимальної швидкості.
У додатку А наведено програму розрахунку зміни в часі кутів маши-
ни для метання. На рис. 2.16 наведено кадри анімації як результат ви-
конання програми. 
        
                                  
Рис. 2.16. Кадри анімації дії машини для метання
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2.4.2. В якості другого прикладу «нестандартного» багатоланково-
го маятника розглянемо дволанковий маятник з «гумовою» першою 
ланкою, тобто такою, яка змінює 
в часі свою довжину за пружним 
законом. Подвійний маятник з 
пружиною (рис. 2.17) складається 
зі стержня довжини L і пружини 
довжини h у спокої, на які в вуз-
лових точках закріплено вантажі з 
масами m1 і m2. Через k позначимо 
параметр жорсткості пружини. 
Узагальненими координатами 
оберемо кути u(t) і v(t), та змінну 
довжину пружини w(t). Тоді можна 




xb := xa + L*sin(v(t)):
yb := ya + L*cos(v(t)):
Кінетичну і потенціальну енергію 
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k ( ) − ( )w t h 2 m1 g ( )w t ( )cos ( )u t m2 g ( ) + ( )w t ( )cos ( )u t L ( )cos ( )v t
(2.16)
Автоматизовано складена система рівнянь Лагранжа має вигляд:
Рис. 2.17. Подвійний маятник з 
пружиною
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(2.17)
Для коливальних систем розглянутого різновиду (тобто з «гумо-
вими» ланками) пошук нехаотичних режимів коливань втрачає сенс. 
Можна знаходити лише «майже періодичні» коливання. В результаті 
проведення комп’ютерних експериментів, пов’язаних з розв’язанням 
системи рівнянь (2.17), одержано такий результат.
Твердження 2.8. Для значень параметрів L = 1; k = 100; h = 2; 





коливання подвійного маятника на протязі 10 сек матиме вигляд пе-
реворотів другої ланки завдяки «підсмикуванням гумової ланки». У 
цьому можна переконатися, аналізуючи фазові портрети, зображені на 
рис. 2.18 а, б, в.
Рис. 2.18 а. Фазовий портрет для параметра u(t)
для подвійного маятника з «гумовою» першою ланкою 
Рис. 2.18 б. Фазовий портрет для параметра v(t)
для подвійного маятника з «гумовою» першою ланкою 
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Рис. 2.18 в. Фазовий портрет для параметра w(t)
для подвійного маятника з «гумовою» першою ланкою 
Для дослідження коливальних систем розглянутого у п/п 2.4.2 типу, 
використовують певні математичні прийоми [94]. Один з них – метод 
відображення Пуанкаре, який був розглянутий у п/п 1.4. 
Інший підхід до питання дослідження коливальних систем полягає у 
використанні гаусіана [12, 13, 67, 94]. При цьому вважається, що коли-
вання характеризує унаочнення Гауссової кривини G графіка функції 
P, яка описує потенціальну енергію коливальної системи. 
У розглянутому випадку опис потенціальної енергії має вигляд 
.  (2.18)  
Враховуючи вираз для гаусіана  
      (2.19)
для випадку (2.18) одержуємо
.  (2.20)
Функція G (2.20) залежить від трьох змінних u, v  і w. Якщо побуду-
вати її графік в просторі координат цих змінних, то можна проводити 
аналіз коливальної системи. 
Наприклад, для параметрів L = 1; k = 100; h = 2; m1 = 3; 
m2 = 5, маємо графіки функцій, зображених на рис. 2.19.   
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  а     б
Рис. 2.19. Поверхні, які є графіками рівня функції трьох змінних:
 G (u, v, w) = 0,4  (a)  і G (u, v, w) = 0,44  (б)
На рис. 2.20 зображено декілька анімаційних кадрів коливань под-
війного маятника, у якого перша ланка є пружиною. Коливання под-
війного маятника на протязі 10 сек візуально матиме вигляд переворотів 
другої ланки завдяки ніби то «підсмикуванням» пружинної ланки.
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Рис. 2.20. Анімаційні кадри коливань подвійного маятника,
у якого перша ланка є пружиною
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ВИСНОВКИ ДО ДРУГОГО РОЗДІЛУ
1. Для автоматизованого формування системи рівнянь Лагранжа 
другого роду у аналітичному вигляді доцільно використати Maple-опе-
ратор subs(X=A,B), який дозволяє у виразі В замінити підвираз Х на 
підвираз А.
2. Було розроблено програму розв’язання знайдених рівнянь Лаг-
ранжа, де розв’язок вдалося одержати у вигляді процедур. Ці розв’язки 
можна трактувати і використовувати, як аналітичні вирази, що є зруч-
ним при побудові фазових портретів коливальної системи.
3. Це дало підставу для розробки варіантів програм розрахунку ма-
ятників ланцюгового типу та багатоланкових маятників, компоненти 
яких можуть сполучатися практично довільним чином. Розглянуто 
базовий варіант програми, яку можна удосконалювати з метою більш 
адекватного опису коливального процесу. 
4. Показано, що оцінити кількість кругових обертань вільної ланки 
(подвійного) маятника можна в торовій системі координат за допомо-
гою підрахунку кількості витків кривої, намотаної на поверхню тора.
5. В роботі для деяких різновидів маятників здійснено пошук тих 
комбінацій параметрів, які б забезпечили не хаотичність коливань ба-
гатоланкових маятників хоча б на протязі відрізку часу [0..T].    
6. Для визначення факту нехаотичності коливань на протязі Т сек 
в роботі обчислювалися коливання з трьома близькими початковими 
умовами, які розрізнялися на (апріорі малу) величину Pi/10000.
7. Проведені комп’ютерні експерименти дозволили знайти парамет-
ри, які забезпечують на протязі певного часу не хаотичність коливань 
для деяких різновидів маятників. Ці положення у роботі зафіксовано у 
вигляді тверджень.
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РОЗДІЛ 3
ГЕОМЕТРИЧНІ ІНТЕРПРЕТАЦІЇ, 
ПОВ’ЯЗАНІ З АНАЛІЗОМ КОЛИВАНЬ
Поряд з математичними методами дослідження коливань маятників 
існує геометричний шлях досліджень, який дозволяє усвідомити основні 
особливості коливання. Геометричний підхід базується на «геометрії енер-
гетичних поверхонь», і забезпечує розуміння динаміки руху маятника.
Головними об’єктами унаочнення є  фазова крива коливання для 
обраного початкового положення й швидкості маятника, та фазовий 
портрет, що складається з сім’ї всіх фазових кривих.
Періодичність розташування ліній фазового портрета дозволяє роз-
глянути фазовий циліндр, який утворений в результаті «згортання» у 
трубку фазової площини маятника.
Для пояснення на графічному рівні факту зростання амплітуди ко-
ливань аж до межі вершини й початку обертання маятника навколо 
осі, доцільно використати мнемонічний прийом «згину» фазового 
циліндра в U-подібну трубу. Це дозволило проілюструвати, як рівні 
енергій можна поставити у відповідність рухам маятника. При цьому 
дисипативність (затухання) коливань можна трактувати як «скочуван-
ня вниз» абстрактної точки по U – подібній поверхні.
Геометричний аналіз коливань маятника не потребує розв’язання 
рівняння руху, адже формула коливань використовується лише для по-
будови фазового портрету. Адже розв’язати рівняння в математиці оз-
начає: визначити, які значення х і v відповідають кожному моменту часу 
t. Але в геометричних побудовах параметр t ніде не використовується.
Для аналізу коливань математичного маятника було складено про-
грами мовою Maple, а для аналізу коливань параметричних маятників 
було побудовано низку фазових портретів за допомогою пакету WinSet.
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3.1. Дослідження на якісному рівні закону  
збереження енергії  маятника
При строгому підході до аналізу руху маятника потрібно сформулю-
вати й довести теорему, яка пояснює, що одержане  рішення є точним 
розв’язком близької задачі, що може також розглядатися як набли-
жене розв’язання точної задачі. Необхідна теорема була доведена 
в 1895 році О.М.Ляпуновим [81]. В основі його підходу було положен-
ня, що малі коливання маятника можна апроксимувати простим гар-
монійним рухом, адже тільки коливання з дуже невеликою ампліту-
дою є синусоїдальними.
Але крім «малих коливань» практика спонукає розглядати й вивчати 
коливання з великими амплітудами. Адже в технічних впровадженнях 
зустрічаються і маятники, які обертаються колами, подібно літаковому 
пропелеру. І він рухається тим швидше, чим більше енергії витрачено 
на його розкручування. Що можна сказати про його період, чи завж-
ди він залишається постійним? На це питання також є класична від-
повідь, яка вимагає залучення еліптичних функцій [95]. 
Однак існує ще один – геометричний шлях досліджень, що дозволяє 
усвідомити основні особливості коливання. Геометричний підхід має 
ту перевагу, що він забезпечує дійсне розуміння динаміки руху маятни-
ка. Для цього розглянемо «геометрію енергетичних поверхонь».
Нехай у нульовий момент часу маятник відвели убік на кут α і 
відпустили. Через час t, величина кута стане рівною α = cos√gt/L  , 
де: t – час, g – прискорення сили ваги, L – довжина маятника. Зазна-
чимо, що початкове відхилення α і маса маятника m не входить у цей 
вираз, адже легкі й важкі тіла падають з однаковою швидкістю (на це 
звернув увагу ще Галілей). Умовимося від’ємні кути  відлічувати «ліво-
руч від вертикалі», а додатні - «праворуч». 
Щоб зрозуміти поводження маятника, ми повинні знати дві вели-
чини: положення й швидкість маятника, які позначимо як х и v. Треба 
визначити характер їх зміни в часі. Щоб графічно зобразити це в пря-
мокутній системі координат відкладають х по горизонталі, а V по вер-
тикалі. Одержана лінія є траєкторією руху для обраного початкового 
положення й швидкості. Назва цієї кривої – фазова крива [12]. Інші 
початкові положення приведуть до інших траєкторій, які разом утво-
рять сім’ю кривих, що покривають всю площину. Сім’я таких кривих 
називається фазовим портретом. 
Для маятника простого гармонійного осцилятора, ці криві утворять 
концентричні кола. Для «реального» маятника картина має більше 
складну структуру: вона нагадує око із бровами, розташованими як над 
оком, так і під ним (рис. 3.1). 
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Рис.3.1. Фазовий портрет «реального» нелінійного маятника.
Криві, утворені великою кількістю коливань, найімовірніше, дадуть 
саме таку картину. Покажемо, як це довести, використовуючи закон 
збереження енергії. Загальна енергія складається з кінетичної плюс 
потенційної. Вона зберігається при русі в гравітаційному полі (вважає-
мо, що тертя відсутнє). 
Якщо маса вантажу дорівнює 1, то кінетична енергія маятника дорів-
нює v2/2 а його потенційна енергія sin x. У цьому випадку за законом 






Розв’язуючи це рівняння відносно швидкості v, знайдемо:
xconstv sin2-±=
Тепер за цією формулою можна обчислити v, як функцію аргументу х. 
Виберемо значення константи, скажемо 1.5, і обчислимо √1.5-2sin x 
для всіх x, від 0° до 360°. Якщо вираз, що розташований під коренем, 
стане від’ємним, то будемо ігнорувати його. Нанесемо дві точки на вер-
тикальну вісь для х: √1.5-2sin x   і  –√1.5-2sin x . У цих окремих випадках 
виходить крива, подібна овалу. Якщо постійна менше, ніж -2, то точок 
немає взагалі. Якщо вона дорівнює -2, то виходить єдина (сингуляр-
на) точка. При +2 овал має виразні кути на кінцях, а якщо постійна 
більше, ніж 2, то виникають дві окремі криві. Вся система траєкторій 
маятника є точною картиною «ока»: точка «зіниця», овали «райдужна 
оболонка ока», овал з «різкими кутами край ока», а «окремі лінії бро-
ви» (вище) і «зморшки» (нижче). 
Можна проінтерпретувати різні частини фазового портрету в термі-
нах динаміки маятника. Так, наприклад, єдина ізольована точка пред-
ставляє стан, коли маятник висить вертикально й нерухомий. Поло-
ження точки х і швидкість V при цьому постійні, саме тому виникає 
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сингулярна точка. Енергія системи в точці -2 є найнижчою з можли-
вих. Потенційна енергія може бути від’ємною, це залежить від вибору 
точки відліку. Замкнуті овали характеризують стандартні коливання 
маятника, дійсні і єдині. 
Тепер розглянемо одну з «брів». Тут величина V завжди додатна, 
у той час як точка х пробігає значення від -180° (тобто, поворот за го-
динниковою стрілкою на 180°) до +180°, що завершують повний оберт. 
Це пропелероподібна траєкторія являє собою коло, де обертання 
відбувається завжди в одному напрямку. Нижні брови відповідають 
подібним же рухам, але здійснюваним не за годинниковою стрілкою, 
а в протилежному напрямку. Що можна сказати про «край ока», що 
розташовується в куті овалу? Це така траєкторія, яка відповідає такому 
«граничному» коливанню маятника, коли він завершує рухи «туди–
сюди» і перетворюється в пропелер. 
Край «ока» також характеризує шлях маятника, по якому він би ру-
хався, якби був установлений вертикально нагору від точки підвісу, 
а потім відпущений. Але це не зовсім вірно. Якби це було так, то 
він повинен був би таким і залишатися, тобто точно збалансованим 
у єдиній точці (кут на краю ока), цей стан нагадує шпильку, поставлену 
на гострий кінець. Згаданий стан є нестійким. Найменше збурювання 
викличе падіння маятника. Воно починається нескінченно повільно, 
але потім набирає швидкість, і маятник виконує переміщення, мина-
ючи найнижче положення, а потім піднімається нагору з іншого боку, 
і знову все ближче й ближче наближаючись до вершини. У теорії пов-
ний рух здійснюється нескінченно довго, а на практиці він нетривкий 
із за дисипативних сил. 
Таким чином, геометричний аналіз коливань маятника не потребує 
розв’язання рівняння руху, адже щю формулу коливань було вико-
ристано лише для побудови фазового портрета. Адже розв’язати рів-
няння в математиці означає: визначити, які значення х і v відповідають 
кожному моменту часу t. Але наголосимо, що в геометричних побудо-
вах параметр t ніде не використовувався!
Зазначимо, що картина фазового портрету не надає ніякої інформа-
ції про величину періодів. Однак, незважаючи на цей недолік, такий 
підхід дозволяє одержати зв’язаний і послідовний якісний опис всіх 
можливих рухів реального, хоча й ідеалізованому маятника.
Це ж саме пояснимо за допомогою формул. Нехай математичним 
маятником є кулька маси m, підвішена на нитці довжини L, яка відхи-
лена на кут ϕ від вертикалі. Такий маятник звичайно досліджують за 
допомогою рівняння  ϕ′′ + ω2sinϕ =0, де ω2 = g/L , або при заміні t →t/ω, 
ϕ′′ + sinϕ =0 [12].  Розв’язки цього диференціального рівняння мають 
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вигляд: ϕ = 2πk і ϕ = π(2k+1), де k ∈ Z, і відповідають положення рів-
новаги: ϕ = 0 - нижній й ϕ = π – верхній. 
Вираз  ϕ′′ + sinϕ  помножимо ϕ′ на і виконаємо інтегрування по t:
( ) E=-′ ϕϕ cos
2
1 2 . В результаті одержимо закон збереження енергії Е 
для маятника. Якщо досліджувати тільки дійсні розв’язки, то повинно 
виконуватися 2E + 2cos(ϕ) ≥ 0, тобто E ≥ -1. E = -1 відповідає стаціо-
нарним розв’язкам ϕ = 2πk, k∈Z. При E > 1 швидкість ϕ′ ніколи не 
дорівнює нулю. Тобто, випадок E > 1 відповідає обертовим розв’язкам. 
Тобто маятник буде обертатися навколо точки його закріплення (як 
пропелер літака). 
Якщо E > -1 і E < 1, тоді рівняння   визначає сім’ю замкнених 
кривих. Крайні значення ϕ досягаються при ϕ′ = 0 і дорівнюють 
ϕ± = ±1/2arccos(-E) + 2πk. Максимальні значення швидкостей досяга-
ються в точці ϕ = 2πk і дорівнюють ± √2E  [56, 73, 97]. 
Значенню E = 1 відповідають два типи траєкторій, це точки рівно-
ваги ϕ = π(2k+1) і сепаратриси, що відокремлюють коливальні рухи 
маятника від його обертових рухів. В п/п 3.3 наведено лінії рівня фун-
кції енергії маятника E = E(ϕ, ϕ′), що зображені на фазовій площині 
маятника.
3.2. Графічні зображення на фазовому циліндрі маятника
Далі проведемо дослідження шляхом використання картинки фазо-
вого портрету маятника, що допоможе виявити інші його особливості 
(див. http://imi.sitc.ru/~amleonov/Stuart/chap5.pdf). Під час обговорен-
ня кругового (подібного до пропелера) руху маятника, було відзначе-
но, що рух від кута -180° до кута +180° утворить повний оберт, тому ці 
значення характеризують ідентичне положення маятника. Як це відбу-
вається, фазовий портрет не показує, але очевидно, що рух вправо до 
кута +180° подібно зворотному руху до кута -180°. Як же показати, що 
ці стани по суті характеризують те саме положення маятника?
Проблема тут пов’язана не стільки з маятником, скільки із засто-
совуваною системою координат. Маятник «знає», що -180° = +180°, 
і це скоріше доводиться його гладкими круговими рухами, ніж кид-
ками через «невласну точку», щоб знову досягти верхньої точки. Тут 
необхідно пояснити спосіб виміру кутів. Спробуємо представляти кут 
повороту маятника числом на прямої лінії. Тоді обертаючи лінію нав-
коло кола, після досягнення 360°,  необхідно знову вертатися до по-
чатку в 0°. Це означає, що при добавці 360°, і отже будь-якій, кратного 
цій величині кута, виходить той самий кут. Якщо —180° + 360° = +180°, 
то це один кут.
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До речі, можна розділити обидві частини на 180 і вивести, що - 1° = +1°. 
Чому геометричне коло «знає», що —180° = +180°? Зробимо підсумок, і 
легко одержимо коло для різних топологій від лінії, ось це і пояснює, 
чому виникають проблеми: ми намагаємося використовувати числа, що 
характеризують лінію, для подання об’єкта з нетрадиційною топологією. 
Щоб одержати більше достовірну картину руху маятника і щоб його 
геометрія точно відбивала  дійсність, ми повинні скрутити всю картин-
ку фазового портрету так, щоб з’єднати її лівий і правий краї, а фізично 
ми сполучаємо -180° і +180°. Інакше кажучи, ми скачуємо фазову пло-
щину в циліндр. Тобто періодичність розташування ліній рівня дозво-
ляє розглянути фазовий циліндр, який утворений в результаті «згор-
тання» у трубку фазової площини маятника (рис. 3.2).
Рис. 3.2.  Згорнута фазова площина маятника на циліндрі
Зазначимо, що подібна проблема не виникає зі швидкістю маятни-
ка. Кутова швидкість 180° у секунду це зовсім не те ж саме, що куто-
ва швидкість —180° у секунду. У першому випадку, ми маємо справу 
із пропелером, що обертається проти годинникової стрілки, а в дру-
гому – за годинниковою стрілкою. З цих позицій динаміка поведінки 
маятника повністю відбита на циліндрі, і періодичні рухи маятника 
дійсно виглядають періодичними. 
Деякі рухи маятника вимагають більше енергії, ніж інші, але в цій 
інтерпретації важко побачити такі “енергетичні рівні”. З позицій мне-
монічного прийому попереднього підрозділу про «око», ілюстрація 
повинна пояснити очевидні положення. А саме, щоб із «зіниці ока» 
можна було простежити рух, починаючи з найнижчого рівня енергії й 
побачити, що відбувається, коли енергія зростає. При цьому маятник 
рухається через «райдужну оболонку ока», проходить «край ока», і далі 
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переміщується до «брів» і «зморшок». Або інакше, необхідно на гра-
фічному рівні простежити, як коливання ростуть, поки не досягнуть 
вершини й не почнеться обертання маятника навколо осі.
Розв’язок полягає в тому, щоб зігнути фазовий циліндр в U-подібну 
трубу (рис. 3.3). Якщо діяти так, то вийде картинка, що показує як рух 
маятника, так і відповідні рівні енергій. Якщо провести горизонтальну 
площину через U-подібну трубу, то вийде перетин, що відповідає дано-
му рівню енергії й містить результуючу криву, яка зображує відповідний 
рух. Тобто  якщо циліндричний фазовий простір маятника перенести 
на U-подібну трубу, то траєкторії залишаться на тій же висоті.
Рис. 3.3. Геометрична ілюстрація закону  збереження енергії.
На рис.3.3 показано, що при досить великих рівнях енергії маятник 
може обертатися двома різними способами (за годинниковою стріл-
кою й проти її напряму), у той час як при низьких рівнях є тільки один 
спосіб руху (туди й назад). При цьому немає ніякої можливості відріз-
нити рух «туди й назад» за годинниковою стрілкою від руху проти го-
динникової стрілки. Тому U-подібна труба має два відгалуження звер-
ху, які в основі з’єднуються докупи, у протилежному випадку, ми мали 
б не U, а 11 - подібну трубу (тобто без перемички).
Наведені геометричні ілюстрації показують, що фактично всі якісні 
особливості динаміки маятника не тільки поблизу стану спокою, але 
й глобально, при високій чи низькій енергії можуть бути розглянуті 
в рамках однієї геометричної картини.
Ця картина може бути формалізована, представлена зрозумілою ма-
тематичною мовою й застосована не тільки для вивчення маятника, 
але й (принаймні, у принципі) для вивчення будь-яких динамічних 
систем, що характеризуються відомою складністю. Геометрія й топо-
логія пропонують для цього дуже потужну математичну техніку, яку 
можна використовувати для одержання такої інформації про динаміку, 
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яка зовсім недоступна при класичному, тобто заснованому на форму-
лах, способі розгляду. Формули може не бути, а геометрію завжди мож-
на використати для уяви [86, 90].
Крім того, увагу привертає ще й таке явище, як і тертя [102, 135]. 
Слушність розглянутої геометричної точки зору на коливання дозво-
ляє відповісти і на деякі питання стосовно тертя маятника «об повітря» 
та у точці підвіски. Строгі відповіді на ці питання можна одержати за 
допомогою обчислення еліптичних функцій. Однак, використання 
геометрії також може дати відповіді на деякі питання.
Зрозуміло, що тертя викликає втрату енергії. Практично енергія пе-
ретворюється в теплоту, що спричиняється невеликим переформулю-
ванням закону збереження енергії. 
На рис. 3.2 U-подібної труби втрата енергії означає перехід на більш 
низький енергетичний рівень. Нехай рух пропелера починається на 
великій швидкості. Тоді рух точки по одному з відгалужень U-подіб-
ної труби відповідає повторюваному руху маятника, що робить оберт 
за обертом. Врахування невеликого тертя змушує «фазову» точку ма-
ятника повільно опускатися донизу по спіралі труби (рис. 3.4). Тобто 
спіралі загасаючого маятника відповідають зниженню рівня енергії. 
Спуск відбувається відповідно до обертання, здійснюваним в тому ж 
напрямку, оскільки маятник перебуває в тому самому відгалуженні 
труби (див. http://imi.sitc.ru/~amleonov/Stuart/chap5.pdf).
Рис. 3.4. Ілюстрація до процесу загасання дисипативної енергії:
В підсумку, спіраль досягає вигину на трубі, і переходить у нижче 
розташовану область спірального руху, при якому маятник гойдається 
«туди й сюди». В цьому випадку маятник буде обертатися все повіль-
ніше й повільніше, він падає, щоб піднятися, настає момент, коли він 
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застигає в стані хиткої рівноваги. На рис. 3.4 цьому стану відповідає 
верхня точка ділянка спряження U – труби. 
Далі обертання здійснюється іншим чином, воно відповідає руху 
маятника від вершини однієї сторони до вершини іншої сторони, 
маятник падає, щоб досягти іншого краю по найкоротшим шляхом. 
Маятник осцилює, амплітуда його коливань повільно зменшується, і, 
зрештою, він застигає в стані спокою на дні труби.
Все це інтуїтивно зрозуміло й проявляється на рис. 3.4 U-подібної 
труби. Але, як показують дослідження [12, 13, 24], таку наочну картину 
не просто  пояснити на основі класичних динамічних рівнянь. 
3.3. Пояснення характеру коливань маятника  
за допомогою фазових портретів
Розглянемо математичний маятник, який складається з невагомого 
стержня довжини L і вантажу масою m. Позначимо через u кут відхи-
лення, а через v – швидкість вантажу.
В цьому випадку кінетичну та потенціальну енергію маятника 
можна обчислити, відповідно, як K = 0,5mL2v2  та P = mgL(1 – cosu). 
Тоді повну енергію коливань математичного маятника можна обчис-
лити за формулою Е = К + Р [18, 97, 111].
На рис. 3.5 наведено графік функції Е(u, v) для обчислення повної 
енергії коливань математичного маятника. 
 
Рис. 3.5. Графік функції для обчислення повної 
енергії коливань математичного маятника.
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На рис. 3.6 зображено суміщені графіки функції повної енергії коли-
вань і ліній рівня цієї функції, що пояснює ефект затухання коливань 
(дисипативних коливань) як мнемонічний рух «кульки, що скачуєть-
ся» по цій поверхні. 
Рис. 3.6. Суміщені графіки функції повної енергії
коливань і ліній рівня цієї функції
Наведені зображення побудовано за допомогою Maple-програми
K := 1/2*m*L^2*v^2:
P := m*g*L*(1-cos(u)):
L := 1.:  m := 1.:  g := 9.81:
contourplot(K + P, u= -4..4, v=-10..10,
contours=[1,5,9,13,17,21,25,29],grid=[50,50],








axesfont=[TIMES,ITALIC,18]);   
Також відоме [111] диференціальне рівняння, за допомогою якого 
можна описати коливання математичного маятника:
u(t) = –(9,81/L)sin u(t) – ε u(t).
Тут ε – параметр дисипації (затухання) коливань.
За допомогою складеної програми 
L := 1.:  m := 1.:  g := 9.81:
 sys_F := [diff(u(t),t) = v(t), 
   diff(v(t),t) = -(g/L)*sin(u(t))-eps*v(t)];
 DEplot(sys_F,[u,v], t=0..9, [[u(0)=-4,v(0)=9],
    [u(0)=-4,v(0)=5],[u(0)=-3,v(0)=0]],thickness=2,
    stepsize=0.01, u= -4..4, v=-10..10, color=red,
   linecolor=black, labels=[u,v], 
axes=boxed,arrows=MEDIUM);
можна побудувати фазові портрети для дисипативних маятників в за-
лежності від параметра дисипації ε (рис. 3.7).
Рис. 3.7 а. Фазовий портрет маятників для параметра ε = 0,5   
.. .
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Рис. 3.7 б. Фазовий портрет маятників для параметра ε = 0,9   
Рис. 3.7 в. Фазовий портрет маятників для параметра ε = 1,5   
За допомогою програми побудуємо фазові портрети маятників
L := 10: eps := 0.05: g := 9.81:
sys_F := [diff(u(t),t) = v(t),
  diff(v(t),t) = -(g/L)*sin(u(t))-eps*v(t)];
DEplot(sys_F,[u,v], t=0..20,
        [[u(0)=0,v(0)=3.],
        [u(0)=0,v(0)=2.7083423],
        [u(0)=8*Pi,v(0)=-3.258285],
        [u(0)=8*Pi,v(0)=-2.7083423],
        [u(0)=0,v(0)=3.258285],
        [u(0)=8*Pi,v(0)=-3.]],
        thickness=2,arrows=MEDIUM, axes=BOXED,
    u=0..8*Pi,v=-4..4, stepsize=0.1, labels=[u,v]); 
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Рис. 3.8 а. Фазовий портрет маятників для значення ε = 0,05
Рис. 3.8 б. Фазовий портрет маятників для значення ε = 0,1    
В результаті виконання програми одержано фазові портрети 
(рис. 3.8). Для них характерним є те, що коливання трьох маятників 
розпочиналися з близькими початковими умовами. Це дає змогу пере-
конатися у тому, що на вигляд коливань впливає параметр ε. 
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Рис. 3.8 в. Фазовий портрет маятників для значення ε = 0,2    
Рис. 3.8 г. Фазовий портрет маятників для значення ε = 0,4
Рис. 3.8 д. Фазовий портрет маятників для значення ε = 0,5    
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Рис. 3.8 е. Фазовий портрет маятників для значення ε = 0,6    
Одержані фазові портрети дозволяють у певній мірі пояснити ефект 
виникнення хаотичних коливань. Більш детально це питання буде 
розглянуто в п/п. 3.4.
3.4. Фазові портрети параметричних маятників
На практиці використовуються більш складні коливальні систе-
ми, порівняно з розглянутими вище. У монографії А.Д.Морозова і 
Т.Н.Драгунова [93] для коливальних систем та їх описів диференціаль-
ними рівняннями запропоновано наступну класифікацію.   
1. Звичайний маятник (тест p
1
 = 0;   p
2
 = 1): 
2. Параметричний маятник (тест p
1
















4. Маятник генератора циклів 












5. Полігармонічний маятник  (тест p
1
 = 0,2; p
2





Нижче наведено фазові портрети, які побудовані за допомогою 
пакету WinSet [93]. Цей пакет призначено для побудови інваріант-
них множин динамічних систем у вигляді диференціальних рівнянь. 
Головним результатом тут є можливість визначення «зон» парамет-
рів маятника, які спонукають до появи його хаотичних коливань. 
На рис. 3.10 – 3.23 такі «зони» будуть зображуватися «точковими хмарами». 
Рис. 3.10. Фазовий портрет для звичайного
маятника з параметрами p
1
 = 0;   p
2
 = 0,1
Рис. 3.11. Фазовий портрет для звичайного
маятника з параметрами p
1
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Рис. 3.12. Фазовий портрет для звичайного
маятника з параметрами p
1
 = 0;   p
2
 = 0,3
Рис. 3.13. Фазовий портрет для звичайного
маятника з параметрами p
1
 = 0;   p
2
 = 0,4
Рис. 3.14. Фазовий портрет для параметричного
маятника з параметрами p
1








Рис. 3.15. Фазовий портрет для параметричного
маятника з параметрами p
1




 = 0; p
4
 = 2
Рис. 3.16. Фазовий портрет для параметричного
маятника з параметрами p
1




 = 0; p
4 
= 3
Рис. 3.17. Фазовий портрет для параметричного
маятника з параметрами p
1




 = 0; p
4
 = 6
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 =9, p4 =0; p
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 =1
Рис. 3.20. Фазовий портрет для полігармонічного маятника
з параметрами p
1
 = 0,2; p
2






Рис. 3.21. Фазовий портрет для полігармонічного маятника
з параметрами p
1
 = 0,2; p
2





Рис. 3.22. Фазовий портрет для полігармонічного маятника
з параметрами p
1
 = 0,2; p
2





Рис. 3.23. Фазовий портрет для полігармонічного маятника
з параметрами p
1
 = 0,5; p
2
 = -1; p
3
 = -0,5, p
4
 =1
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ВИСНОВКИ ДО ТРЕТЬОГО РОЗДІЛУ
1. Поряд з математичними методами дослідження коливань маятників 
існує геометричний шлях досліджень, який дозволяє усвідомити особ-
ливості коливання. Геометричний підхід базується на «геометрії енерге-
тичних поверхонь», і забезпечує розуміння динаміки руху маятника.
2. Головними об’єктами унаочнення є  фазова крива коливання для 
обраного початкового положення й швидкості маятника, та фазовий 
портрет, що складається з сім’ї всіх фазових кривих.
3. Періодичність розташування ліній фазового портрета дозволяє 
розглянути фазовий циліндр, який утворений в результаті «згортання» 
у трубку фазової площини маятника.
4. Для пояснення на графічному рівні факту зростання амплітуди 
коливань аж до межі вершини й початку обертання маятника навколо 
осі, було використано мнемонічний прийом «згину» фазового цилінд-
ра в U-подібну трубу. Це дозволило проілюструвати, як рухам маятни-
ка можна поставити у відповідність рівні енергій. При цьому затухання 
коливань можна трактувати як «скочування вниз» точки по U – подіб-
ній поверхні.
5. Геометричний аналіз коливань маятника не потребує розв’язання 
рівняння руху, адже формула коливань використовується лише для 
побудови фазового портрету. Адже розв’язати рівняння в математиці 
означає: визначити, які значення х і v відповідають кожному моменту 
часу t. Але в геометричних побудовах параметр t ніде не використо-
вується.
6. Для аналізу характеру коливань математичного маятника було 
складено програми мовою Maple.
7. Для аналізу коливань параметричних маятників було побудовано 
низку фазових портретів за допомогою пакету WinSet.
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РОЗДІЛ 4
РОЗРАХУНОК ВІБРАЦІЙНИХ АПАРАТІВ ОБЕРТОВО-МА-
ЯТНИКОВОГО ТИПУ
Вібраційне змішування та вібраційну обробку деталей звичайно 
здійснюють у вібробункері, які встановлюються на пружних опорах, 
де коливання виникають завдяки ексцентричному балансу, що обер-
тається завдяки електродвигуну. Параметри вібробункера визначають 
шляхом його моделювання як динамічної системи обертово-маятни-
ково типу. 
Математичне моделювання процесу віброобробки дало можливість 
встановити усереднені траєкторії зміщення, яке забезпечується віднос-
ним рухом деталі та гранул, внаслідок чого робоче середовище здійснює 
циркуляційний рух, що є спорідненим обертовому маятниковому руху.
Розроблено математичну модель вібраційного апарата з інерцій-
ним самоцентрувальним вібратором і асинхронний електродвигуном 
у якості приводу, що дозволяє наблизитись до розв’язання задачі спря-
ження електродвигуна цього типу з механізмами вібробункера.
Розроблено схему вібраційного механізму. Для запису рівнянь його 
руху було складено рівняння Лагранжа другого роду. Узагальненими 
координатами тут обрано: кути повороту ротора електродвигуна й 
ротора механізму; декартові координати, що визначають положення 
центра мас робочої камери щодо нерухомої системи координат, а та-
кож кут повороту робочої камери.
Наведено програму розв’язання одержаної системи рівнянь, яку 
складено на прохання замовника в кодах математичного пакету 
MathCAD.
Знайдений розв’язок дозволив виявити залежності кутової швидкості 
вала електродвигуна від часу при запуску установки, а також визначити 
закони руху характерних точок робочої камери на сталому режимі.
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4.1. Вібраційні апарати та проблема їх розрахунку 
Вібраційне змішування та вібраційна обробка деталей звичайно 
здійснюється у вібробункері   [35, 121, 127], встановленому на пружних 
опорах (рис. 4.1). Наведемо опис цього процесу, використовуючи мо-
нографію В.Б.Струтинського [117]. 
Вібрації бункера виникають під дією спеціального інерційного на-
вантажувача з електроприводом. Вібробункер має порожнину, в якій 
розміщується робоче середовище, що включає оброблювані деталі, 
гранули абразиву та спеціальний-розчин. Під дією вібрації відбуваєть-
ся відносне зміщення деталей та гранул абразиву і відповідно здійс-
нюється обробка поверхні деталі.
Для виконання теоретичних досліджень процесу віброобробки у [117] 
розроблена математична модель процесу вібраційної обробки деталей. 
Вона побудована на основі дискретизації всього робочого простору 
вібробункера з приведенням його до кінцевого числа ділянок, в яких 
здійснюється віброобробка окремих деталей. Виконано аналіз загальних 
вібраційних параметрів вібробункера, повільного відносного руху дета-
лей та гранул абразиву у всьому об’ємі робочого середовища, а також 
здійснено визначення базових технологічних параметрів процесу вібро-
обробки (середньої швидкості взаємодії деталей з гранулами абразиву).
Загальні вібраційні параметри вібробункера визначені шляхом мате-
матичного моделювання бункера як динамічної коливальної системи. 
Вібробункер представляє собою слабодемпфовану механічну динаміч-
ну коливальну систему, яка приводиться в рух вібраційним механіз-
мом, що включає обертову ексцентричну масу (рис. 4.1).
Рис. 4.1. С хема вібробункера з вібраційним приводом [117]:
1 - корпус; 2 - робоче середовище; 3 - вібраційний механізм;
4 - пружна опора бункера; 5 - центр мас системи бункера
та робочого середовища.
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З метою спрощення теоретичних розрахунків динамічна модель 
бункера прийнята умовно у вигляді масивного твердого тіла, яке здій-
снює плоский коливальний рух (рис. 4.2).
При плоскому русі вібробункера його положення як твердого тіла 
характеризується трьома ступенями вільності. В даному випадку це 
положення центра мас у напрямку осей х та у і поперечно-кутові коли-
вання вібробункера відносно центра мас. Коливання відбуваються під 
дією неврівноважених сил, що діють у вібраційному механізмі. Ці сили 
змінюються за гармонічним законом і залежать від частоти обертання 
вала вібраційного механізму. 
Рис. 4.2. Динамічна модель вібробункера у вигляді твердого тіла, 
яке здійснює плоский коливальний рух
Проекції на осі х і у навантаження на вібробункер з боку вібраційно-
го механізму визначаються залежностями:
     (4.1)
     (4.2)
де mb - ексцентрична маса вібраційного механізму; ε - ексцентриси-
тет маси відносно осі обертання; ω - кутова швидкість обертання вала 
вібраційного механізму; t  - час.
Крутний момент, який діє на вібробункер з боку вібраційного ме-
ханізму, визначається наближеною залежністю:




 ,   (4.3)
де у
в
 - плече дії горизонтальної проекції сили на вібробункер.
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Розглянуто окремо рівняння вимушених коливань вібробункера для 
кожного з трьох ступенів вільності.
Коливання  вібробункера в напрямку осі х описується диферен-
ціальним рівнянням:
  ,   (4.5)
де  m – маса бункера;
h
х




 – еквівалентна жорсткість пружин в горизонтальному напрямку. 
Розв’язок даного рівняння із врахуванням (4.1) описує вимушені 
коливання вібробункера в напрямку осі х і відповідає залежності:
  .   (4.6)
Аналогічно одержано залежність вимушеного переміщення 
вібробункера у вертикальному напрямку (у) та закон поперечно-куто-
вих коливань вібробункера відносно центра мас (ϕ):
  ,  (4.7)
  .  (4.8)
Знайдені залежності дозволяють визначити векторне поле приско-
рень в робочому середовищі вібробункера, яке має місце при його ус-
таленому вібраційному русі. Векторне поле прискорень в кожній точці 





) на осі координат х і у. Проекції віброприскорень визначаються 
залежностями:
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    (4.9)
де   - тангенціальне віброприскорення, що виникає при 








ϕ  - нормальна складова віброприскорення поперечно-ку
тових коливань вібробункера;
r - відстань від центра мас до точки робочого середовища (радіус-
вектор);
a - кут між радіусом-вектором r та горизонтальною віссю х .
Значення інших складових векторного поля віброприскорень знахо-
дяться шляхом подвійного диференціювання законів руху вібробунке-
ра відповідно по всіх трьох ступенях вільності (формули (4.6) та (4.7)).
При коливаннях вібробункера деталі та гранули абразиву під-
лягають дії знакозмінних прискорень, величина і напрямок яких 
визначаються залежностями (4.7). Прискорення призводять до ви-
никнення інерційних навантажень на деталі та гранули. Інерційні 
навантаження спричиняють високочастотний коливальний рух де-
талей та гранул наповнювача. У процесі коливань деталі та гранули 
стикаються між собою. В залежності від швидкості зіткнення змі-
нюється енергія ударної взаємодії деталей і гранул, а отже, і енерге-
тичні параметри процесу віброобробки.
Проведене математичне моделювання процесу віброобробки [117] 
дало можливість встановити усереднені параметри взаємодії деталі з 
гранулами наповнювача. Від цього залежить інтенсивність обробки 
конкретної ділянки поверхні деталі та іншим важливим параметром 
технологічного процесу є рівномірність обробки. Вона визначається 
взаємним зміщенням деталі та гранул. Це зміщення забезпечується 
відносним рухом деталі та гранул, що має місце при коливаннях вібро-
бункера (рис. 4.3).
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Рис. 4.3. Траєкторії переміщення деталей та гранул наповнювача
при повільному циркуляційному русі робочого середовища. 
В роботі [117] було встановлено, що в процесі віброобробки робоче 
середовище здійснює повільний циркуляційний рух. Оскільки щіль-
ність деталей і гранулонаповнювача  різна, то під дією  гравітаційних 
сил  відбувається  додаткове переміщення деталей відносно наповню-
вача. На рис. 4.3 позначено: 1 – траєкторія деталі, щільність якої мен-
ша щільності наповнювача; 2 – траєкторія циркуляційного руху грану-
ли наповнювача, щільність якої більша щільності деталі.
Ці особливості впливають на технологічний процес обробки повер-
хні деталі. Для з’ясування основних закономірностей відносного пере-
міщення деталей та гранул наповнювача розглянемо спрощену схему 
руху деталей у робочому середовищі. На статистичне середній елемент 
робочого середовища (деталі або гранули наповнювача), щільність 
якого відрізняється від усередненої щільності робочого середовища, 
діє Архімедова сила. Якщо елемент рухається вниз і Архімедова сила 
додатна, то це призводить до його уповільнення відносно робочого се-
редовища. Це стосується лише зони робочого середовища з вертикаль-
ним рухом вниз (ділянка АВ на рис. 4.3).
Наведені дослідження дають підстави віднести процеси, які відбува-
ються у вібробункері, до коливань маятниково-обертового типу.
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4.2. Схема вібраційного апарату обертово-маятникового типу
Перспективним напрямком інтенсифікації багатьох технологічних 
процесів у хімічній промисловості, фармацевтичному виробництві є 
використання низькочастотних вібрацій, реалізація яких може бути 
здійснена в поліфункціональних і спеціалізованих вібраційних при-
строях певного різновиду [127, 128]. Хоча конструкції зазначених ме-
ханізмів на перший погляд не є складними, достовірний опис пара-
метрів їхніх рухів представляє певні труднощі. Через те, що станини 
пристроїв роблять коливальний рух, останні можуть бути визначені 
тільки шляхом динамічного аналізу. 
На даний час математичні моделі вібраційних апаратів розроблені 
недостатньо. У роботі [42] отримані рівняння руху найпростішої моделі 
механізму на сталих режимах роботи й у припущенні, що робочий орган 
робить лише поступальний рух. Однак, у більшості випадків умови пос-
тупального руху не виконуються й, крім того, характерними режимами 
роботи пристроїв є часті запуски й зупинки, що робить актуальними 
розрахунки перехідних процесів. Тому що на практиці, як правило, у 
якості приводного двигуна використовується асинхронний електро-
двигун як найбільш простий, дешевий і зручний в експлуатації. 
Однак, це породжує додаткові труднощі, пов’язані з описом його 
динамічної характеристики при перехідних режимах і навантажен-
ні, яка не є лінійною, і має коливальний характер. Використання 
лінеаризованих статичних характеристик [46], або лінеаризованих 
диференціальних рівнянь [32], що наближено описують електромаг-
нітні перехідні процеси в електродвигунах даного класу приводить 
до істотного завищення розрахункового моменту в асинхронному 
електродвигуні [113].
Відсутність достовірних математичних моделей утрудняє вибір 
електродвигунів, які забезпечують запуск, визначення характеру коли-
вань робочої камери, що істотно впливають на технологічний ефект, 
розв’язання різних завдань синтезу, знаходження оптимальних зна-
чень конструктивних параметрів, що зменшують передачу вібрацій на 
основу. Ці дослідження допоможуть забезпечити розвантаження під-
шипників та знизити матеріало- і енергоємності апаратів.
У даному розділі наведено математичну модель одного класу вібра-
ційних апаратів обертово-маятникового різновиду з інерційним само-
центрувальним вібратором і асинхронний електродвигуном у якості 
приводу, що дозволяє наблизитись до розв’язання зазначених завдань.
На рис. 4.4 показано схему вібраційного обертово-маятникового 
апарата, запропонованого В.М.Шатохіним [129, 130]. 
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Рис. 4.4. Схема вібраційного обертово-маятникового апарата
Робоча камера апарата (3) установлена на чотирьох вертикальних 
пружинах (6). У двох підшипниках, жорстко пов’язаних з камерою, пе-
ребуває коліно ексцентрикового (e - значення ексцентриситету) вала 
ротора (4), на якому укріплені дебаланси (5). Ротор зв’язаний гнучким 
валом (дюритом, 2) з валом електродвигуна (1).
Для запису рівнянь руху застосуємо методику складання рівнянь 
Лагранжа другого роду, для чого скористаємося схемою механізму, зоб-
раженого на рис. 4.5 у поточному положенні. 
На рис. 4.5 показано: Oxy - основна (нерухлива) система координат, 
щодо якої робоча камера робить плоскопаралельний рух, причому її 
початок збігається із центром мас (точка C) камери, коли остання пе-
ребуває в положенні статичної рівноваги (точки C й O при цьому збіга-
ються); Cxy – рухома, що поступально переміщається система коор-
динат; Cxy– рухома, жорстко пов’язана з тілом система координат;
Рис. 4.5. Розрахункова схема вібраційного механізму
x,y - поточні значення координат центра мас робочої камери; ϑ – кут 








 – координати 
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центра мас (точка C
1
) ротора відповідно в рухливій і основній системах 
координат; φ - кут повороту ротора; e - ексцентриситет ротора; r - від-
стань від осі ротора (точка O
1
) до його центра мас; b – відстань від цен-
тра мас робочої камери до осі підшипників; a,b
1 
– параметри, що виз-





 моделює пружні властивості гнучкого вала (вісь електродвигуна 
проходить через точку O
1
; вісь ротора – через точку O
1
). 
Крім того, надалі використані наступні позначення: M – сумарна 
маса робочої камери й оброблюваного матеріалу; m – маса всіх обер-
тових деталей ротора; J – момент інерції робочої камери щодо осі, що 
проходить через центр мас C; I – момент інерції ротора щодо осі, що 
проходить через центр мас C
1
; Je – момент інерції електродвигуна; 
H
0




,kϑ – твердості пружин 









 – довжина статично де-
формованої пружини; k - твердість гнучкого вала на крутіння; k
r
 – ви-
гинова твердість гнучкого вала.
 Узагальненими координатами розглянутої системи є: кути повороту 
ротора електродвигуна й ротора механізму відповідно ψ й ϕ; декартові 
координати x й y, що визначають положення центра мас робочої ка-
мери щодо нерухливої системи координат Oxy; кут повороту робочої 
камери ϑ.
4.3. Математична модель вібраційного апарату
Запишемо вирази для кінетичної енергії тіл, що утворюють коли-
вальну систему. Кінетичну енергія робочої камери можна обчислити 
за формулою [52] 
  .   (4.11)
Кінетичну енергію ротора можна обчислити за формулою
     (4.12)
де  v
m
- абсолютна швидкість центра мас ротора; ω
m
 – абсолютна ку-
това швидкість ротора, причому
    .   (4.13)
Координати центра мас ротора мають вигляд (рис. 4.5):
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Ці вирази випливають із формул перетворення координат при плос-
копаралельному русі, тому
(4.14)
а формула (4.12) з урахуванням виразів (4.13) і (4.15) набуває вигляду
 (4.15)
Кінетична енергія ротора електродвигуна
     (4.16)
Вважаючи, що при русі системи зміни координат x,y,ϑ поблизу по-
ложення стійкої рівноваги (x = y = ϑ = 0) малі, тому sin(ϕ + ϑ) ≈ cosϕ, 
і повну кінетичну енергію представимо наближено з урахуванням фор-
мул (4.11), (4.15), (4.16) у вигляді
(4.17)
Потенціальна енергія системи складеться з енергії положення й 
енергії деформації пружних зв’язків.
Потенціальна енергія сил ваги обчислюється за формулою
 (4.18)
Потенціальну енергію розтягання-стиску чотирьох пружин обчис-
лимо так:
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 – відповідно деформації лівої й правої пружини в поточно-
му положенні. Попередньо при їхньому знаходженні визначалися ко-
ординати верхніх кінців пружин і їхня поточна довжина. З урахуван-







 являють собою квадрати довжин лівої й правої пру-
жин для поточного положення механізму (рис. 4.5), тому для їхніх де-
формацій будуть справедливі формули:
.
Далі обчислюється потенціальна енергія зрушення для чотирьох 
пружин





 – зсуву в горизонтальному напрямку верхніх кінців від-
повідно лівої й правої пружини.
Її аналогічно попередньому можна виразити через параметри по-
точного положення механізму
   (4.22)
Потенціальна енергія повороту для чотирьох пружин
      (4.23)
Потенціальна енергія гнучкого пружного вала при вигині (хоча її 
внесок у сумарне значення потенціальної енергії системи з міркувань 
конструктора не повинно бути суттєвим, доцільно мати відповідний ви-
раз, що дозволяє одержати кількісну оцінку цього внеску) має вигляд
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       (4.24)
де ∆
r
 – зсув осей валів електродвигуна й ротора.
Через поточні значення узагальнених координат вираз для цієї по-
тенціальної енергії запишеться так
 
 (4.25)
Потенціальну енергію крутіння гнучкого пружного вала обчислимо як
   
 
   (4.26)
Розкладаючи сумарну потенціальну енергію системи
       (4.27)
у ряд Маклорена поблизу положення статичної рівноваги й, виключа-
ючи доданки порядку малості, що не вище другого щодо змінних x,y, 






    (4.32)
Коректний математичний опис сил опору представляє складне за-
вдання, однак при дослідженні перехідних режимів і розрахунку зму-
шених зарезонансних коливань, характерних для розглянутих при-
строїв, спочатку їхнім впливом можна знехтувати. 
При проведенні уточнених розрахунків приймалося до уваги таке. 
Тому що для зазначених  режимів має значення інтегральний ефект 
дії сил опору, то для простоти опису узагальнені сили опору прийма-
лися пропорційними відповідним узагальненим швидкостям ϑ ,, yx , 
тобто у вигляді yQ yy b−=∗ , yQ yy b−=∗ , ϑbϑϑ −=∗Q , демпфірування ж на ді-
лянці гнучкого вала – пропорційно різниці відповідних узагальнених 
швидкостей у вигляді ( )ψϕbg  − . Момент же опору Md на роторі вібра-
ційного пристрою цілком виправдано прийнято постійним.
Необхідно врахувати, що до ротора електродвигуна варто приклас-
ти обертаючий момент M
D
, обумовлений динамічною характеристи-
кою асинхронного електродвигуна. Для її опису, з врахуванням ска-
заного вище, у роботі використовується диференціальне рівняння, 
отримане W.Wenske (див. Zur Ableitung der dinamischen Kennlinie das 
Asynchromotors in Hinblick auf die Berechnung von Schwingungserschein 
nungen in Autriebsanlagen.-Wissenschaftliche Zeitschrift der Technischen 
Hochschule O. Guericke, Magdeburg, 1970. jg.14, Heft 5/6, s. 517-523). 
При складанні рівняння використовувалося допущення, що полягає 
у нехтуванні активного опору статора в порівнянні з активним опором 
ротора. Як показали дослідження, розбіжність розрахункових і екс-
периментальних моментів у цьому випадку становить не більше 10%. 




 – момент, що розвивається двигуном у перехідному процесі;
M
k
 - критичний момент двигуна;
 - відносне ковзання, ω
o
 – кутова швидкість
ідеального ходу, ψ  - кутова швидкість електродвигуна в перехідному 
процесі;
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 ψω −= 0s - поточне ковзання;
 - електромагнітна постійна часу,
де  - кругова частота напруги мережі,
 - критичне ковзання [53].
В останній формулі прийняті позначення:  - номінальне
ковзання, ω
n





 – відповідно номінальні, пусковий моменти 
двигуна.
Для компактного запису рівнянь руху введемо позначення:
Після виконання стандартних операцій по складанню рівнянь Лаг-
ранжа 2-го роду й обліку динамічної характеристики асинхронний елек-
тродвигун, було отримано систему сумісних диференціальних рівнянь:
 (4.34)
105РОЗДІЛ ІV
де праві частини мають такий вигляд
Останнє рівняння системи (4.34) являє собою розв’язаний відносно 
DM  вираз (4.33) з врахуванням наведених вище формул для парамет-
рів, причому в похідній за часом від поточного ковзання 
 := eigenvalues [ ],-22.51014131 -169.2358905
 друга похід-
на від кута повороту ротора електродвигуна ψ  замінена відповідним 
виразом з першого рівняння зазначеної системи. Таким чином, перше 
й останнє рівняння цієї системи є розв’язками щодо другої похідної 
однієї зі змінних. 
Однак інтегрування системи рівнянь (4.34) безпосередньо з вико-
ристанням широко розповсюджених алгоритмів чисельного інтегру-
вання неможливе, тому що рівняння цієї системи не розв’язані щодо 
другої похідної для кожної з узагальнених координат ϕ,x,y,ϑ. Якби 
матриця, утворена з коефіцієнтів при других похідних від зазначених 
координат у лівій частині цих рівнянь,
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 (4.35)
мала постійні елементи, то знаходження оберненої матриці A-1, а, 
отже, і подання рівнянь у формі, зручної для чисельного інтегрування, 
було б тривіальним завданням. Тому що елементи матриці є змінни-
ми, знаходження їй оберненої представляє трудомістку операцію, хоча 
матриця й має розмірність 4×4. На даному етапі труднощі, що вини-
кають при цьому, істотно вдається знизити, а надійність результатів 
підвищити, використовуючи математичні пакети для комп’ютерів, що 
включають символьну математику.
4.4. Варіант розрахунку вібраційного апарату
Розглянемо прийом знаходження оберненої матриці зазначеного у 
п.4.3 типу розмірності 4×4. Для цього суттєвим є використання мате-
матичного пакету Mathcad [125], що включає символьну математику.
Тоді зазначені чотири рівняння, розв’язані відносно других похід-
них, набудуть вигляду
   ,   (4.36)
де  .
Матриця A-1 через її громіздкість тут не приводиться.
Розроблена система диференціальних рівнянь використовувалася 
для дослідження динамічних процесів у вібраційному апарату з наступ-
ними параметрами: M=300 кг, m = 36.09 кг, е = 0,0025 м, r = 0,03345м, 
I = 0,06539 кгм2, J = 9,375 кгм2,  а = 0,25 м, b = 0,28 м, b
1
 = 0,18 м, 
Н
0
 = 0,225 м, k
x
 = 5,957 ⋅ 104 Н/м,  k
у
 = 2,383⋅104 Н/м, kϑ = 41,443 Н/м, 
k = 24,038Нм. 
У доданку А наведено програму розрахунку вібраційного апарату, 
складеної на вимогу замовника для математичного пакету MathCAD.
Зсувова, поздовжня й поворотна твердості пружин підраховані за 
формулами [33] для пружини з діаметром дроту d = 0.011 м, середнім 
діаметром витка D = 0.08 м, числом робочих витків i = 12 і зазначеної 
вище висоти пружини H0 (E = 2⋅105 МПа, G = 8⋅104 МПа). Твердість 
на крутіння гнучкого вала отримана для порожнього вала із зовнішнім 








 = 0.25 м  (G
d
 = 8МПа – модуль зрушення матеріалу дюрита) [33]. Твер-
дість на вигин зазначеного вала покладалася рівною нулю (k
r
 = 0). 
Значення коефіцієнтів демпфірування визначалися за власними 
частотами вільних коливань парціальних систем у припущенні, що 
безрозмірний коефіцієнт демпфірування η= 0,2. 





bϑ=138,5 кгм2/с, bg=0,238 кгм2/с. Постійний момент опору на роторі 
вібраційного пристрою покладався рівним 5% від номінального мо-
менту M
n
 асинхронного двигуна. 
При використанні двигуна 4А100L6В3 M
d
 = 1,107 Нм. Каталожні 
параметри зазначене асинхронного двигуна [176]: Nn = 2,2 кВт; no = 
1000 об/мин (синхронна частота обертання); s
n





Момент інерції ротора двигуна [57] Je = 0,015 кгм2.
При розв’язанні системи диференціальних рівнянь використано на-
ступні початкові умови (рис. 4.4, 4.5).
На рис. 4.6 представлені залежності кутової швидкості вала електро-
двигуна від часу в момент запуску установки. 
Рис. 4.6. Залежності кутової швидкості вала електродвигуна 
від часу в момент запуску
Для значень параметрів b = 0.35м, b
1
 = 0.25 м запуск зазначеним дви-
гуном неможливий – кутова швидкість вала (крива 1) складає менш 
ніж 50 % від номінальної (лінія 4). Обумовлено це тим, що власна 
частота обертальних коливань робочої камери виявляється в цьому 
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випадку порівняно високою (32,79 рад/с). Тому потужність двигуна 
витрачається в основному не на розгін, а на підтримку інтенсивних 
змушених коливань, що й призводить  до його «зависання» [34]. 
Запуск при зазначених параметрах установки можливий (крива 3), 
якщо використовувати подібний за потужністю двигун розглянутої 
серії 4А112МА6В3 (N
n
 = 3 кВт ). Це, однак, можна реалізувати й за до-
помогою вихідного двигуна (крива 2), якщо тільки зменшити параметр 
, що характеризує відстань між пружинами. При цьому зменшується 
власна частота обертальних коливань камери за рахунок зниження від-
повідної еквівалентної твердості. Максимальне значення зазначеного 
параметра, при якому ще реалізується запуск  а = 0,245 м.
На рис. 4.7 показані закони руху характерних точок робочої камери 
на сталому режимі (b = 0.28м, b
1
 = 0.18м).
Рис. 4.7. Закони руху точок робочої камери
На рис.4.7 прийнято таку нумерацію: 
1 - центр мас; 
2 - точка, що лежить на осі камери; 
3 - щонайнижча точка вертикального діаметра; 
4 і 5 - ліва й права точки горизонтального діаметра (рис. 4.5).
Рівняння кривих, після інтегрування диференціальних рівнянь, от-
римані з використанням формул перетворення координат
причому, для зручності зіставлення графіки зображені без врахуван-
ня зсуву. З рис. 4.7 видно, що поворотні коливання можуть вплинути 
на характер руху точок робочої камери.
На рис. 4.8 у полярній системі координат представлений закон змі-
ни сили тиску на підшипник (сталий режим роботи) залежно від кута 
повороту ротора . 
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Рис. 4.8. Сила тиску на підшипник  
в залежності від кута повороту ротора
У відповідності з теоремою про рух центра мас [35] проекції зазначе-
ної сили на координатні осі для одного підшипника мають вигляд
а модуль  , причому 





них вище. Максимальне зусилля для розглянутого варіанта конструк-
ції досягає 6,081кН; статичне навантаження для порівняння становить 
усього лише 0,177кН. 
Сила тиску апарата на підставу буде визначатися відповідно до фор-







Проведені дослідження показали ефективність запропонованої 
електромеханічної моделі, що дозволило встановити:
1) істотний вплив параметрів апарата на характер його запуску;
2) важливість обліку обертальних коливань робочої камери;
3) значна відмінність середньої кутової швидкості вала асинхронно-
го електродвигуна на сталих режимах від номінальної (до 12%).
Її застосування дає можливість визначати такі важливі при констру-
юванні параметри як закон руху робочої камери, зусилля в підшипни-
ках, тиск на основу, тощо.
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ВИСНОВКИ ДО ЧЕТВЕРТОГО РОЗДІЛУ
1. Вібраційне змішування та обробка деталей здійснюється у вібро-
бункері, який встановлений на пружних опорах. Загальні параметри 
вібробункера визначаються шляхом математичного моделювання бун-
кера як динамічної системи маятниково-обертового типу. 
2. Математичне моделювання процесу віброобробки дало мож-
ливість встановити, що  робоче середовище здійснює циркуляційний 
рух, який є спорідненим маятниковому руху.
3. Розроблено математичну модель класу вібраційних апаратів обер-
тово-маятникового різновиду з інерційним самоцентрувальним вібра-
тором і асинхронним електродвигуном у якості приводу.
4. Розроблено схему вібраційного механізму, для запису рівнянь руху 
якого було складено рівняння Лагранжа. Узагальненими координата-
ми обрано: кути повороту ротора електродвигуна й ротора механізму; 
декартові координати центра мас робочої камери щодо нерухомої сис-
теми координат, а також кут повороту робочої камери.
5. Для математичного пакету MathCAD складено програму 
розв’язання знайденої системи рівнянь.
6. Одержаний розв’язок дозволив виявити залежності кутової 
швидкості вала електродвигуна від часу в момент запуску установки, 
а також визначити закони руху характерних точок робочої камери на 
сталому режимі.
7. Проведені дослідження показали ефективність запропонованої 
електромеханічної моделі, що дозволило встановити істотний вплив 
параметрів апарата на характер його запуску; важливість обліку обер-
тальних коливань робочої камери; значну відмінність середньої куто-
вої швидкості вала асинхронного електродвигуна на сталих режимах 
від номінальної (до 12%).
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ВИСНОВКИ ДО РОБОТИ
Роботу присвячено новому розв’язанню задачі геометричного моде-
лювання та унаочненню у часі взаємного положення ланок в процесі 
коливань багатоланкових маятникових механічних систем на основі 
розв’язання системи рівнянь Лагранжа другого роду, та побудові в за-
лежності від вхідних параметрів множини фазових портретів коливаль-
них систем з метою виявлення особливостей цих систем.
Значення для науки роботи полягає у подальшому розвитку спо-
собів опису та аналізу коливань багатоланкових маятникових ме-
ханічних систем.
Значення для практики досліджень полягає в скороченні тер-
мінів та підвищенні точності моделювання коливань, одержанні 
моделей, що задовольняють заданим вимогам і прискорюють про-
ектування виробів.
При цьому отримані результати, що мають науково-практичну цінність.
1. Виконано огляд методів опису коливальних процесів, характер-
них для багатоланкових маятників, з чого випливає необхідність 
розробок комп’ютерних програм розрахунку їх коливань за допо-
могою математичних процесорів, здатних оперувати з аналітич-
ними виразами.
2. Для опису процесу коливань багатоланкових маятників розроб-
лено для математичного процесора Maple метод автоматичного 
визначення системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого 
роду; це дозволило розширити множину описів різновидів коли-
вальних маятникових систем.
3. Складено програму розв’язання системи диференціальних рів-
нянь Лагранжа другого роду за заданими початковими умовами, 
що дозволить розширити клас диференціальних рівнянь, які ви-
користовуються у методах прикладної геометрії.
4. На основі знайдених розв’язків було запропоновано метод уна-
очнення коливального процесу різновидів маятникових коли-
вальних систем, що дозволило доповнити множину анімаційних 
зображень в прикладній геометрії.  
5. Було проаналізовано взаємне положення ланок маятникової сис-
теми в обраний момент часу із застосуванням торової системи 
координат, де кількість обертів ланки дорівнює кількості витків 
лінії на поверхні тора; це дозволить суттєво формалізувати аналіз 
процесу коливань багатоланкових маятників.
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6. Було побудовано множину фазових портретів коливальних сис-
тем маятникового типу у середовищі пакету WinSet, що дозволило 




На завершення наведемо більш строгий з математичної точки зору 
огляд алгоритмів формування рівнянь руху механічних систем багато-
ланкових маятників (у тому числі за умови замкнутості кінематичних 
ланцюгів), де за основу взяті результати робіт О.М.Дмитроченка [47] 
і В.В.Ландовського [76, 77].
При розгляді методів формування рівнянь руху систем тіл обмежи-
мося лише методами, пов’язаними із чисельним моделюванням. Ос-
новну увагу приділимо саме побудові рівнянь руху системи, тобто виз-
наченню набору узагальнених координат для окремих тіл і конкретних 
кінематичних співвідношень.
Почнемо із класичного формалізму аналітичної механіки - рівнянь 
Лагранжа 2-го роду для голономних консервативних систем. Основою 
для одержання рівнянь руху систем служать рівняння 
      (П.1)
де ),,( tT qq   – кінетична енергія системи; q – стовпець узагальнених 
координат системи (розміром n); П(q, t) – потенціальна енергія системи. 
Рівняння руху після обчислення похідних мають вигляд
   ,    (П.2)
де M – матриця мас системи розміром n × n; Q – вектор узагальне-
них активних сил і сил інерції.
Цей спосіб одержання рівнянь руху досить простий і обчислення 
відповідно до його можуть бути виконані вручну студентами початко-
вих курсів.
Однак, для реальних технічних систем, що складаються з десятків і 
сотень тіл, вивід рівнянь вручну просто неможливий через їхню над-
звичайну громіздкість. Тому для рішення таких завдань створюються 
автоматизовані програми синтезу рівнянь руху. 
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Але виявляється, що для складних систем, що складаються з довгих 
кінематичних ланцюгів, як-то багатоланкових маятників або тросів, 
застосування формалізму Лагранжа (П.1) призводить до майже ек-
спонентного росту об’єму обчислень, необхідних для формування 
рівнянь, залежно від довжини ланцюжка n. Крім того, у проміжних 
обчисленнях часто зустрічаються тригонометричні тотожності типу 
sin2α + cos2α = 1 та інші, які сильно захаращують обчислення.
Крім того, досвід даної роботи показує, що навіть маючи створену 
автоматизовану програму синтезу рівнянь руху для середовища про-
цесора Maple, при значеннях n > 6 час інтегрування рівнянь є неприй-
нятно великим.
Звідси випливає, що застосування операції диференціювання не-
бажано, тому що воно призводить до появи величезних проміжних 
викладок. Досить сказати, що рівняння руху, наприклад, двадцятилан-
кового маятника, побудовані з використанням значно більш ефектив-
них методів, описаних нижче, і до того ж, у машинних кодах, займають 
приблизно 25000 рядків тексту!
Все вищевикладене змушує шукати інші, більш ефективні методи 
побудови рівнянь руху. У наступних пунктах буде коротко викладена 
суть сучасних методів синтезу рівнянь руху більших систем.
Розглянемо довільне тіло, здатне деформуватися, яке зображене на 
рис. П.1 жирною лінією у вигляді осьової лінії балки. Те, що на рисун-
ку зображена балка, не відіграє істотної ролі й використовується лише 
для простоти зображення. Всі виклади, наведені тут, справедливі як 
для тіла, здатного деформуватися, так і для абсолютно твердого тіла. 
Рис. П.1. Умовне позначення тіла, здатного деформуватися.
У загальному випадку на тіло діють розподілені сили f(M) і мо-
менти m(M) у кожній точці M, що зображені на рисунку вектором 
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F(M) = {fT, mT}T, і зосереджені сили й моменти реакції R
k
 (на рисунку їх 
дві), що також представляють собою шестикомпонентні вектори. 
Дотримуючись формалізму рухомої системи координат, для забез-
печення можливості довільного просторового руху тіла щодо фіксова-













 (СК1) з початком у точці O1. Положення й орієнтація рухомої 
системи координат СК1 задається відповідно радіус-вектором r(q) і 
матрицею повороту A(q), які залежать від елементів стовпця узагаль-
нених координат q.
Якщо тіло вільне в просторі, то найчастіше стовпець q містить шість 
координат – три координати початку відліку O
1
 і одну з можливих 
трійок кутів повороту (Эйлера, Кардано, тощо). Для запобігання ви-
родження кутів орієнтації можна використовувати чотири параметри 
Эйлера. У випадку, якщо тіло є не вільним, а з’єднаним із сусідніми 
тілами за допомогою шарнірів, вектор q може включати довільне число 
узагальнених шарнірних координат.
Обчислимо вектор швидкості початку відліку О
1
, а також вектор ω 
кутової швидкості рухомої системи координат 
      (П.3)
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              , де     . 
Докладніше про способи формування цих матриць див. у роботі [47].
Деформований стан тіла визначається залежністю радіус-вектора 
ρ*(M, u) довільної точки M тіла від вектора локальних узагальнених 
координат u, які виражають міру деформації тіла. Звичайно їх обира-
ють так, щоб при u = 0 тіло вважалося недеформованим. Залежність 
ρ*(u) може бути лінійної вигляду ρ* = S·u, якщо розглядаються тільки 
малі деформації тіла й ||u|| << 1. У загальному випадку залежність ρ*(u) 
звичайно є нелінійною. Звернемо увагу на те, що компоненти вектора 
ρ* представлені в проекціях на осі рухомої СК1, а в проекціях на осі 
нерухомої СК0 маємо 
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Похідна вектора r за часом має вигляд 
Відносна швидкість v
u
 довільної точки тіла, яка викликана його де-
формацією, і відносна кутова швидкість ω
u
 системи координат, яка 
пов’язана з даною точкою, дорівнюють
    (П.4)




 за аналогією з рівняннями (П.3). 
Таким чином, стан деформованого тіла повністю описується набо-
ром узагальнених координат x = {qT, uT}T. 
Для побудови рівнянь руху тіла скористаємося формалізмом рівнянь 
Лагранжа другого роду 
      (П.5)
де 
[ ], ,-22.51014130 1. { }[ ],0.5751281746 0.8180633122 ,
[ ], ,-169.2358904 1. { }[ ],-0.5530135874 0.9521353625
 – кінетична енергія тіла, П(u, t) – потенціальна енергія 
внутрішніх сил пружних деформацій, dW = dW + dW – віртуальна ро-
бота dW активних зовнішніх сил і реакцій (dW), викликаних довіль-
ною варіацією координат dx. 
Кінетична енергія – це інтеграл по об’єму тіла , 
де µ – щільність тіла;  – абсолютна швидкість точок 
тіла.
Обчислимо вирази для похідних від кінетичної енергії:
 (П.6)
Знайдемо похідні від швидкості v, використовуючи (П.3): 
      (П.7)
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Остання рівність виражає теорему Кориоліса про додавання при-
скорення довільної точки тіла в переносному русі СК1, і її прискорен-
ня у відносному русі, викликаному деформацією тіла. 
У рівнянні (П.5) ∂П/∂q = 0, тому що потенціальна енергія деформа-
ції кінцевого елемента залежить лише від локальних координат. Похід-
на потенціальної енергії по u дає узагальнену силу . 
Віртуальна робота зовнішніх сил dW складається з робіт розподіле-
них сил f(M) і моментів m(M) на можливих переміщеннях точок тіла. 
Уведемо стовпець лінійних і кутових швидкостей
Перша його складова виражає собою теорему про додавання швид-
костей, друга складова – кутових швидкостей. Переходячи за анало-
гією до варіацій і врахувавши залежності (П.3) і (П.4), одержимо вирази 
для можливих лінійних і кутових переміщень через варіації узагальне-
них координат: 
   (П.8)
де уведені матриці 
 
Тепер обчислимо віртуальну роботу сил і моментів F = {fT, mT}T на 
можливому переміщенні dx: 
,
а також стовпці узагальнених активних сил 
     (П.9)
Аналогічно одержимо узагальнені сили Q від зосереджених сил і 
моментів реакцій R
k
 (рис. П.1), замінивши інтегрування по об’єму під-
сумовуванням за числом реакцій: 
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     (П.10)
У цих формулах матриці C і S обчислені в тих точках тіла M
k




При підстановці виразів (6) - (10) в рівняння (5) приймають вигляд 
  (П.11)
Тут  – маса тіла,  – радіус-вектор центра 
мас тіла щодо точки O1, помножений на масу,   – тензор 
інерції тіла щодо точки O1. 
Щоб винести другі похідні з-під знаків інтегралів, виразимо u  через 
набір узагальнених координат u і їхні похідні (цю процедуру іноді на-
зивають дискретизацією): 
      (П.12)
Матриця Φ є квадратною (6×6) і невиродженою, тому після мно-
ження першого рівняння системи (П.11) ліворуч на Φ–T одержимо ос-
таточні рівняння руху окремого тіла у вигляді: 
     (П.13)
Тут використані такі позначення: 
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Зазначимо, що традиційно  рівняння (П.13) одержують на основі 
принципу можливих переміщень [47]. Звідси слідує, що у випадку «за-
твердіння» кінцевого елемента, тобто коли , і при записі рів-
нянь щодо центра мас, коли , вони перетворюються в динаміч-
ні рівняння Ньютона-Ейлера для абсолютно твердого тіла: 
      (П.14)
Далі розглянемо прямий метод формування рівнянь руху системи тіл 
на основі рівняння руху окремого абсолютно твердого або тіла, здатно-
го деформуватися. Тут виводяться рівняння руху системи таких тіл.
Рівняння (П.13) іноді називаються напівдискретизованими, щоб 
підкреслити те, що лише відносні прискорення u  були виражені через 
узагальнені прискорення u , формула (П.12). 
Виразимо стовпець w
i
 прискорень кожного тіла через його узагаль-
нені координати q
i
 і похідні від них, подібно, як у виразах (П.3): 
     (П.15)
Якщо тепер підставити це значення w
i
 у рівняння (П.13) для i-го тіла 
й виконати підсумовування по всіх тілах системи, то одержимо рівнян-
ня руху системи в узагальнених координатах 
   (П.16)
де позначено: 
У короткому матричному записі рівняння (П.16) можна записати у 
вигляді 
     (П.17)
де x – глобальний стовпець узагальнених координат системи, що є 
об’єднанням всіх стовпців  з урахуванням глобальної 
нумерації координат. Зазначимо, що сили реакцій у ці рівняння не вхо-
дять, що є наслідком ідеальності зв’язків у шарнірах.
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Слід наголосити на тому, що всі елементи рівнянь руху (П.16) об-
числюються з використанням тільки алгебраїчних матричних опера-




, що входять у спів-
відношення (П.15) і далі через матриці Φ
i
 в (П.16), можна обчислити 
без застосування диференціювання, використовуючи лише рекурентні 
співвідношення для ланцюжків тіл [31]. 
Оцінимо обчислювальну складність формування рівнянь руху 
в цьому методі на прикладі системи у вигляді ланцюжка з n тіл. Чис-
ло алгебраїчних операцій для обчислення (трудомісткість обчислення) 
складових Mq і Mqu матриці мас системи (П.17) дорівнює, відповід-
но O(n3) і O(n2), як нескладно зрозуміти з їхньої структури в рівнян-
ні (П.16). Трудомісткість кожного множення на матрицю Φ
i
 пропор-
ційна n, тому що вона має розмір 6 × n і, загалом кажучи, є щільною. 
Крім того, у формулі здійснюється підсумовування по n тілах. 
Трудомісткість обчислення глобального вектора узагальнених сил та-
кож дорівнює O(n2). 
Далі розглянемо більш ефективні алгоритми. Один з них умовно 
названий методом складених тіл, де ефективність обчислень можна 
підвищити за рахунок більш глибокого аналізу внутрішньої структури 
матриці мас. При цьому знову розглядається система у вигляді лан-
цюжка n тіл (тут для простоти розглядається ланцюжок з абсолютно 
твердих тіл). Матриця мас із формули (П.16) прийме вигляд 
        (П.18)
Розглянемо співвідношення між лінійними й кутовими швидкостя-
ми двох суміжних тіл ланцюжка, що мають вид, аналогічний виду (8) :
      (П.19)
де  – матриця перетворення,  – раді-
ус-вектор між центрами мас тіл i і (i – 1);  і  – локальна матри-
ця Якобі в шарнірі (i + 1) і стовпець локальних шарнірних швидкостей.
Аналізуючи співвідношення між швидкостями в шарнірах ланцюж-
ка тіл, можна одержати такі співвідношення 
для рекурентного обчислення матриць Ф
i
. Тут матриця містить 
єдину ненульову підматрицю , розташовану на k-тім місці.
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В остаточному підсумку перехід до рекурентних співвідношень доз-
воляє знизити трудомісткість обчислення матриці мас (П.18) до O(n2) 
і стовпці узагальнених сил Q до O(n) за рахунок зміни порядку підсу-
мовування.
Далі розглянемо метод, умовно названий методом окремих тіл. 
Відзначимо, що обчислити матрицю мас за менше, чим n2, чис-
ло операцій, неможливо, тому що вона сама містить n2 елементів. 
Однак А.Ф.Верещагіним [31] був запропонований метод форму-
вання рівнянь руху складності O(n), у якому глобальна матриця мас 
взагалі не обчислюється. 
Викладемо суть методу в трактуванні роботи [47]. Розглянемо два 
кінцеві тіла ланцюжка, які зображені на рис. П.2. 
Рис.П.2. Кінцеві тіла ланцюжка тіл і сили, що діють на них 
Запишемо рівняння руху кінцевого тіла n. На нього діють узагаль-
нені сили Q
n
 і сили реакції R
n
 у шарнірі n (наведені до центра мас, 
порівняйте з рівняннями (П.13)): 
   .  (П.20)
Запишемо далі те ж рівняння для попереднього тіла в ланцюжку 
(n - 1) з врахуванням того, що на нього діють, крім активних сил Q
n–1
 
і сил реакцій R
n–1
 у шарнірі (n – 1), ще й реакції R*
n
 з боку шарніра n: 
      (П.21)
При приведенні стовпця  сил реакцій f
n
 і їхніх мо-
ментів m
n
 до центра мас тіла (n-1) необхідно додати момент від цих сил 
щодо центра приведення, що й виражається формулою (П.21).
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Отже, для тіла (n-1) запишемо:
     (П.22)
Запишемо кінематичне співвідношення між прискореннями двох 
тіл, що є продовженням серії рівнянь (П.8) і (П.19):
      (П.23)
У випадку ідеальних зв’язків виконується співвідношення 
       (П.24)
воно випливає з умови рівності нулю робіт на можливому переміщенні.
Використовуємо умову (П.24) для виключення сил реакцій з рівнян-
ня (П.20), помноживши його ліворуч на :
     
Підставимо в цей вираз замість wn його значення з (П.23)
З останнього рівняння одержимо важливу формулу, що зв’язує при-
скорення тіла й другу похідну за часом від координат у шарнірі:
    (П.25)
Тут матриця Un має вигляд 
       (П.26)
Розмір цієї матриці дорівнює числу n ступенів свободи в шарнірі. 
Вона симетрична і позитивно визначена. У даному методі потрібно 
оперувати лише з подібними їй матрицями. І оскільки їх розмір завжди 
малий (він не перевищує 6), то саме цим і обумовлена ефективність 
описуваного методу. 
Тепер ми можемо виразити сили реакції R
n
 з (П.20) через приско-
рення w
n
, виконавши підстановку вираження (П.25) в (П.23). Так ми 
виключимо реакції R
n
 з рівняння (П.22) і перетворимо до виду
   (П.27) 
У цій формулі уведені позначення (де n замінене на k) 
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 (П.28) 
Таким чином, почавши з рівняння (П.20) для тіла n, після деяких 
перетворень ми дійшли до подібного рівняння (П.27) для тіла (n – 1). 
Перетворена матриця мас  уже не буде блочно-діагональною, 
але як і раніше буде залишатися симетричною й позитивно визначе-
ною. Тепер ми можемо записати рівняння, аналогічне (П.27), для тіла 
k = n– 1, потім для тіла k = n – 2 і так далі аж до тіла k = 1, обчислюю-





 будуть входити їхні перетворені значення з попереднього 
кроку рекурсії. 
Так реалізується обернений хід алгоритму від кінця ланцюжка до 
його початку. 
Прямий хід – від початку ланцюжка (тіла 1) до її кінця – реалізуєть-
ся з використанням формул (П.25), (П.23), k = 1,…,n... При цьому вра-
ховується, що при k = 1 прискорення попереднього тіла (тіла 0) дорів-
нює нулю: w
k–1
, якщо k = 1. 
Знайшовши локальні прискорення  згідно (П.25), обчислюємо 
прискорення поточного тіла w
k
  за формулою (П.23).
Описаний вище класичний метод окремих тіл є, мабуть, найефек-
тивнішим методом чисельного моделювання систем з довгими кіне-
матичними ланцюгами (більше 10-15 обертальних ступенів свободи 
в ланцюжку). Його можна легко узагальнити на систему у вигляді дере-
ва, однак він має й обмеження за областю застосування. 
Насамперед, це відноситься до систем із замкнутими кінематични-
ми ланцюгами – у цьому випадку неможливо виділити в системі кінце-
ве тіло, як на рис. П.2, і почати рекурентну процедуру. Однак, для тако-
го типу систем також були розроблені модифікації методу, засновані на 
переході до множників Лагранжа в «розрізаних» шарнірах. 
Інший клас систем, для яких цей метод неможливо застосувати - це 
жорсткі системи, які розв’язуються неявними методами з використан-
ням матриць Якобі рівнянь руху. Проте, цей метод можна модифікува-
ти, що дозволить усунути деякі з описаних недоліків
На закінчення наведемо метод окремих тіл для систем із замкнути-
ми кінематичними ланцюгами.
Застосування методу окремих тіл  неможливо при наявності в сис-
темі замкнутих ланцюгів. У цьому випадку ефективний підхід, засно-
ваний на виключенні не сил реакцій, а прискорень.
Рівняння (П.24) має загальний розв’язок у вигляді
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   , (П.29)
Тоді , де l
n
 – множники Лагранж (у сенсі незалежних ре-
акцій). 
На рис. П.3 показаний один шарнір (j) системи в оточенні сусідніх 
тіл. Він з’єднує тіла i і k. Шарнір j
p
 з’єднує тіло i з попереднім на шляху 




, …; одним 
з них, наприклад, i
m
, буде поточний шарнір j. Шарніри, приєднані до 





Рис. П.3. Шарнір системи.
Запишемо рівняння (П.22) для тіл k і i, куди ввійдуть реакції у всіх 





 у рівняння кінематики (П.23). Тоді ми 
одержимо розв’язне рівняння щодо множників Лагранжа:
Записавши ці рівняння для всіх шарнірів системи, одержимо систе-
му лінійних алгебраїчних рівнянь відносно множників Лагранжа. Для 
ланцюжка тіл матриця цієї системи буде блочно – трьохдіагональною. 
Поява замкнутих ланцюгів призведе лише до порушення блокової трь-
охдіагональності і до локального збільшення ширини стрічки матриці, 
що не призводить до істотного збільшення трудомісткості обчислень.
Отримана система рівнянь має цікаву особливість: розмірність 
стовпця множників Лагранжа l
k




 – число ступе-
нів у шарнірі. Це означає, що чим більше ступенів свободи в шарнірі, 
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тим менший буде розмір стовпця множників Лагранжа, звідки слідує, 
що тим меншим буде розмір системи рівнянь, яку слід розв’язати.
Ефектним прикладом системи зв’язаних багатоланкових маятників 
є дискретна модель тканини й алгоритми для моделювання поводжен-
ня тканини на поверхні твердого багатогранного об’єкта. 
Моделювання поводження тканини при драпіруванні з’явилося в 
списку комп’ютерних впроваджень порівняно недавно. Тут дослід-
жуються такі проблеми:  як буде виглядати тканина з певними влас-
тивостями на певному об’єкті, та як зі зміною властивостей тканини 
змінюється її драпірування? Відповіді на ці й інші питання в наочній 
формі й повинне давати комп’ютерне моделювання тканини.
Одна із задач у цій області пов’язана з унікальністю тканих ма-
теріалів. Завжди було ясно, що ткані матеріали мають властивості, які 
дозволяють їм деформуватися в значній мірі по-іншому, ніж аркуші 
інших матеріалів, наприклад, паперу або металевої фольги. Особливі 
можливості деформації тканини були відзначені й відомі здавна, але не 
були ніколи повністю зрозумілі з наукової або інженерної точки зору.
У роботах [76, 77], присвячених цій проблемі, увагу приділено пи-
танням вибору тієї або іншої схеми апроксимації диференціальних рів-
нянь, що описують поводження тканини.
Для розробки математичної моделі необхідно враховувати, що в тка-
нині тонкі волокна скручені в нитці, і ці нитки більш-менш жорстко 
сплетені у взаємозалежну сітку. Уявимо модель тканини як систему ба-
гатоланкових «мікромаятників», кінці яких розміщені в точках пере-
тину поздовжніх і поперечних ниток тканини (рис. П.4).
Рис. П. 4. Дискретна модель тканини.
Рух системи «мікромаятників» описується узагальненими пере-
міщеннями x
i
 (t), і на кожному тимчасовому «обчислювальному про-
шарку» вишукуються положення вузлів у просторі. Таким чином, 
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тканина буде являти собою механічну систему із трьома ступенями 
свободи, яка здійснює рух стосовно стійкої рівноважної форми.
Із принципу Гамільтона для функції L, що залежить від координат x
i
 
і швидкостей i x′, слідує рівняння Ейлера-Лагранжа:
   .  (П.30)
Це рівняння визначає динамічну траєкторію системи, як тільки 
знайдена функція Лагранжа для цієї системи.
У класичній механіці лагранжіан визначено як різницю між кіне-
тичною енергією T і потенціальною енергією U , тобто L = T - U.
Досить важливо при визначенні лагранжіана врахувати розсіювання 
в системі. Для цього необхідно визначити функцію D, що залежить від 
швидкості. Її називають функцією втрат і визначають як  . 
Таким чином, рівняння рівноваги буде мати вигляд:
   .  (П.31)
Нехай елементарна частка має масу mi. Кінетична енергія такої час-
тки, що рухається зі швидкістю i x′ дорівнюватиме .
Потенціальна енергія частки, що перебуває в гравітаційному полі 
землі, визначається як . Однак, повна потенціальна енергія 
частки буде включати складову, обумовлену взаємодіями між  частка-
ми U
int
. Використовуючи вирази для кінетичної енергії, функції втрат 
і гравітаційної складової, одержимо таке рівняння руху частки:
  .  (П.32)
Для визначення U
int
 необхідно більш докладно розглянути дефор-
маційні властивості тканини. Припускаємо, що на кожну внутрішню 
точку впливають 12 сусідніх точок, тому що тканина достатньо легка 
й вага тканини у вилучених вузлах робить незначний малий вплив на 
кожну розглянуту точку.
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Рис. П.5. Типи ребер сітки, які деформовані.
На рис. П.5  цифрою 1 зображені ребра, що стягаються по прямій 
і визначають деформації розтягання-стиску. Енергія таких зв’язків 
визначається як  , де l – відхилення від положення рівнова-
ги, а k – коефіцієнт жорсткості зв’язку між відповідними вузловими 
точками.
Можна також припустити наявність інших типів взаємодій, таких 
як зрушення й вигин; на рис. П.5 ці зв’язки позначені цифрами 2 і 3, 
відповідно.
Енергія вигину обумовлена вигином ниток стосовно площини нав-
колишньої тканини. Енергія вигину:  , де θ – кут ви-
гину, і m
u
 – лінійний коефіцієнт вигину.
Енергія зрушення обумовлена вигином навколо нитки в площині 
перетину. Ця частина енергії обумовлює S – форму нитки. Енергія 
зрушення: , де m
сдв





 – суміжні ребра комірки, яка деформується, f – кут зрушення.
Використання таких енергетичних функцій навіть із інтуїтивно об-
раними кількісними залежностями може давати задовільні результати 
при моделюванні тканини. Для представлення конкретної тканини пот-
рібно побудувати ці функції енергії, ґрунтуючись на існуючих вимірю-
вальних системах фізичних властивостей тканин. Загальна енергія де-
формацій тканини може бути визначена як  .
Таким чином, остання складова рівняння руху являє собою деяку 
функцію координат вузла x
i
  і координат x
j
  j ∈ R, де R – множина пар 
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індексів зв’язаних вузлів. У фізичному сенсі  – це результую-
ча сила внутрішніх взаємодій. Тоді рівняння руху вузла прийме вигляд:
  . (П.33)
Або для всієї системи
   ,  (П.34)
де M - матриця інерції - діагональна матриця, що описує розподіл 
мас тканини, C - матриця демпфірування, .
Розв’язавши рівняння відносно x і  згрупувавши в правій частині 
всі сили, що діють на систему комірок, одержимо повну систему дифе-
ренціальних рівнянь:
   ,   (П.35)
де  – функція, що описує дію внутрішніх і зовнішніх сил на 
тканину.
При цьому маємо початкові умови: ; і 
крайові умови: , де S – поверхня твердого тіла.
Уведемо позначення v =  x і перепишемо систему рівнянь так:
       (П.36)
Далі займемося питаннями інтегрування системи рівнянь (П.36). 
У процесі переходу від математичного опису до алгоритму програми 
моделювання безперервні функції заміняються їхніми значеннями 
в дискретні моменти часу. Вибір того або іншого методу інтегруван-
ня залежить від чотирьох основних критеріїв: погодженість, точність, 
стійкість і ефективність.
Алгебраїчна апроксимація диференціального рівняння узгоджена з 
диференціальним рівнянням, якщо вона переходить у це рівняння в 
межах нескінченно малого кроку. Розглянуті в роботі методи задоволь-
няють критерію узгодженості.
У силу того, що число часток велике, обмежимося розглядом мето-
ду, у якому необхідно одне обчислення правої частини на один крок 
інтегрування.
Найбільш простим є метод Ейлера, застосування цього методу при-
зведе до наступної системи алгебраїчних співвідношень
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   .  (П.37)
Виразимо швидкість із першого рівняння , тоді одер-
жимо
   .  (П.38)
Нехай X є розв’язком, тобто . Тоді похибка на тимча-
совому прошарку n, dn  визначимо в такий спосіб:





у ряд Тейлора біля точки X
n
 = X(t n), одержимо:
  . (П.40)
Цей метод має перший порядок точності, тобто похибка апроксима-
ції на тимчасовому прошарку n має порядок h dn ~ h.
Однак необхідно також ураховувати поширення похибок. Можна 
навести приклади, коли навіть мала похибка, внесена на деякій стадії 
розрахунку, накопичується – і чисельна схема стає нестійкою. Виник-
нення нестійкості пов’язане з наявністю нефізичного розв’язання дис-
кретних рівнянь. Нас же цікавить залежність стійкості методу від зміни 
кроку інтегрування.
Для схеми Ейлера запишемо рівняння еволюції похибок:
.(П.41)
Модуль і від’ємний знак виникають із припущення, що розв’язок має 
обмежений вигляд, тобто X
n
 ніколи не перевершить деякого значення.
Рівняння лінійне по ε і завжди має розв’язок у вигляді 
. Підставивши це рішення, одержимо квадратне 
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рівняння , розв’язком якого служать дві характерис-
тичні функції , які повністю визначатимуть поводження 
розв’язку рівняння еволюції похибок. 
Якщо величина   або  більша одиниці, то нагромадження по-
хибок відбувається за експоненціальним законом, і, в остаточному 
підсумку, воно «забиває» адекватний розв’язок. Легко помітити, що 
якщо  , то метод стає нестійким. Зрозуміло, що застосування 
такого методу вимагає вибору настільки малих значень h, що кількість 
ітерацій, необхідних для одержання результату, зростає до неприпусти-
мо великих значень.
Розглянемо інший варіант апроксимації рівнянь (П.36):
  .   (П.42)
звідки
  .   (П.43)
Використовуючи підхід, аналогічний тому, що застосували до кла-
сичної схеми Ейлера, одержимо . Проаналізуємо стійкість
  .  (П.44)
Метод стійкий поки  Ωh  2. Отже, маємо більш вигідну апроксима-
цію, яка не вимагає додаткових обчислювальних витрат.





, однак для обчислення v
n+1
 не 
потрібно вирішувати ніяких алгебраїчних рівнянь, а досить перерахува-
ти швидкість до «обчислювального прошарку» наступного положення.
У роботі [77] запропоновано обчислювальну схему із ще більшим 
ступенем стійкості завдяки переходу до неявних методів інтегруван-
ня, у яких значення F визначається в точці . На рис. П.6 
наведені приклади результатів моделювання драпірування тканини на 
поверхні твердого багатогранного об’єкта.
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Рис. П. 6. Результати моделювання драпірування тканини
на поверхні твердого багатогранного об’єкта.
Приклад моделювання драпірування тканини на поверхні твердого 
багатогранного об’єкта нами обрано з метою показати різнопланові 
можливості використання алгоритмів розрахунку руху та унаочненню 
у часі взаємного положення ланок в процесі коливань багатоланкових 
маятникових механічних систем на основі розв’язання системи рів-
нянь Лагранжа другого роду.
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ДОДАТОК 
(програми для комп’ютера)
1. Maple – програма розрахунку коливань маятника ланцюгового 
типу (як приклад - чотириланкового).
T := 2:    N := 100:    g := 9.8:
L1 := 0.2:  L2 := 0.2:  L3 := 0.2:   L4 := 0.2:  
m1 := 1.:   m2 := 1.:   m3 := 1.:    m4 := 1.:  
q1 := Pi/2:    q2 := Pi/2:    q3 := 0.:   q4 := 0.: 
Jc := 0.: # момент инерции всего тела относительно центра масс
 x1 := L1*sin(u1(t)):
y1 := L1*cos(u1(t)):
 x2 := x1 + L2*sin(u2(t)):
y2 := y1 + L2*cos(u2(t)):
x3 := x2 + L3*sin(u3(t)):
y3 := y2 + L3*cos(u3(t)):
x4 := x3 + L4*sin(u4(t)): 
y4 := y3 + L4*cos(u4(t)):
  кинетическая энергия
 K := (m1*(diff(x1,t)^2 + diff(y1,t)^2) + 
      m2*(diff(x2,t)^2 + diff(y2,t)^2) +
      m3*(diff(x3,t)^2 + diff(y3,t)^2) +
      m4*(diff(x4,t)^2 + diff(y4,t)^2) )/2:     
      # +  Jc*diff(v(t),t)^2/2;
    потенциальная энергия
 P1 := -(m1 + m2 + m3 + m4)*g*y1:
 P2 := -(m2 + m3 + m4)*g*y2:
 P3 := -(m3 + m4)*g*y3:
 P4 := -m4*g*y4:
 P := P1 + P2 + P3 + P4:
 L := simplify(K - P, trig):
dT_U1:=subs(Q=diff(u1(t),t),
        diff(subs(diff(u1(t),t)=Q,L),Q)):
dT_U2:=subs(Q=diff(u2(t),t),
         diff(subs(diff(u2(t),t)=Q,L),Q)):
dT_U3:=subs(Q=diff(u3(t),t),
         diff(subs(diff(u3(t),t)=Q,L),Q)):
dT_U4:=subs(Q=diff(u4(t),t),
          diff(subs(diff(u4(t),t)=Q,L),Q)):
 dT_U1_dt := diff(dT_U1, t):
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 dT_U2_dt := diff(dT_U2, t):
dT_U3_dt := diff(dT_U3, t):
dT_U4_dt := diff(dT_U4, t):
 dP_U1 := subs(Q = u1(t), 
           diff(subs(u1(t) = Q, L), Q)):
 dP_U2 := subs(Q = u2(t), 
           diff(subs(u2(t) = Q, L), Q)):
dP_U3 := subs(Q = u3(t), 
           diff(subs(u3(t) = Q, L), Q)):
dP_U4 := subs(Q = u4(t), 
           diff(subs(u4(t) = Q, L), Q)):
Финальная система уравнений:
 ODE1 := dT_U1_dt - dP_U1 =0:
 ODE2 := dT_U2_dt - dP_U2 =0:
 ODE3 := dT_U3_dt - dP_U3 =0:
 ODE4 := dT_U4_dt - dP_U4 =0:
Начальные условия:
initial := {u1(0)=q1, D(u1)(0)=0,
            u2(0)=q2, D(u2)(0)=0, 
            u3(0)=q3, D(u3)(0)=0, 
            u4(0)=q4, D(u4)(0)=0}:
Решаем численно:
 sol := dsolve({ODE1, ODE2, ODE3, ODE4}
               union initial, numeric,
         method=rkf45,output=listprocedure):
 solu1 :=  subs(sol, u1(t)):
 solu2 :=  subs(sol, u2(t)):
solu3 :=  subs(sol, u3(t)):
solu4 :=  subs(sol, u4(t)):
 dsolu1 := subs(sol, diff(u1(t),t)):
 dsolu2 := subs(sol, diff(u2(t),t)):
 dsolu3 := subs(sol, diff(u3(t),t)):
dsolu4 := subs(sol, diff(u4(t),t)):
 unassign(‘t’):t:
 G1u1 := plot([solu1(t), dsolu1(t),t=0..T]):
 unassign(‘t’):t:
 G1u2 := plot([solu2(t), dsolu2(t),t=0..T]):
unassign(‘t’):t:
G1u3 := plot([solu3(t), dsolu3(t),t=0..T]):
unassign(‘t’):t:
G1u4 := plot([solu4(t), dsolu4(t),t=0..T]):
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 # вторые начальные условия
 initial := {u1(0)=q1, D(u1)(0)=0, 
            u2(0)=q2, D(u2)(0)=0, 
  u3(0)=q3 + Pi/1000, D(u3)(0)=0, 
            u4(0)=q4, D(u4)(0)=0}:
Решаем численно:
sol := dsolve({ODE1, ODE2, ODE3, ODE4} 
     union initial,numeric,
     method=rkf45, output=listprocedure):
 solu1 :=  subs(sol, u1(t)):
 solu2 :=  subs(sol, u2(t)):
solu3 :=  subs(sol, u3(t)):
solu4 :=  subs(sol, u4(t)):
 dsolu1 := subs(sol, diff(u1(t),t)):
 dsolu2 := subs(sol, diff(u2(t),t)):
 dsolu3 := subs(sol, diff(u3(t),t)):
dsolu4 := subs(sol, diff(u4(t),t)):
 
 unassign(‘t’):t:
 G2u1 := plot([solu1(t), dsolu1(t),t=0..T], linestyle=4):
 unassign(‘t’):t:
 G2u2 := plot([solu2(t), dsolu2(t),t=0..T], linestyle=4):
unassign(‘t’):t:
G2u3 := plot([solu3(t), dsolu3(t),t=0..T], linestyle=4):
unassign(‘t’):t:
G2u4 := plot([solu4(t), dsolu4(t),t=0..T], linestyle=4):
 # третьи начальные условия
 initial := {u1(0)=q1, D(u1)(0)=0, 
            u2(0)=q2, D(u2)(0)=0, 
  u3(0)=q3 - Pi/1000, D(u3)(0)=0,   
            u4(0)=q4, D(u4)(0)=0}:
Решаем численно:
 sol := dsolve({ODE1, ODE2, ODE3, ODE4} union
initial,numeric,
 method=rkf45, output=listprocedure):
 solu1 :=  subs(sol, u1(t)):
 solu2 :=  subs(sol, u2(t)):
solu3 :=  subs(sol, u3(t)):
solu4 :=  subs(sol, u4(t)):
 dsolu1 := subs(sol, diff(u1(t),t)):
 dsolu2 := subs(sol, diff(u2(t),t)):
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 dsolu3 := subs(sol, diff(u3(t),t)):
dsolu4 := subs(sol, diff(u4(t),t)):
 
 unassign(‘t’):t:
 G3u1 := plot([solu1(t), dsolu1(t),t=0..T],
linestyle=3):
 unassign(‘t’):t:
 G3u2 := plot([solu2(t), dsolu2(t),t=0..T], 
inestyle=3):
unassign(‘t’):t:
G3u3 := plot([solu3(t), dsolu3(t),t=0..T], 
linestyle=3):
unassign(‘t’):t:
G3u4 := plot([solu4(t), dsolu4(t),t=0..T], 
linestyle=3):
Изображение совмещенных фазовых портретов для близких началь-
ных условий с целью выявления хаотических колебаний 
 display(G1u1, G1u2, G1u3, G1u4,labels=[u1,du1],
axes=BOXED, axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
 display(G2u1, G2u2, G2u3, G2u4,labels=[u2,du2], 
axes=BOXED,   axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
 display(G3u1, G3u2, G3u3, G3u4,labels=[u3,du3], 
axes=BOXED,  axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
 display(G4u1, G4u2, G4u3, G4u4,labels=[u4,du4], 
axes=BOXED,  axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
2. Maple – программа розрахунку коливань комбінованого маят-
ника (як приклад – маятника Томсона-Тета).
T := 9:    N := 500:    g := 9.8:
L1 := 1.:  L2 := 0.5:  L3 := 0.2:  
m2 := 1.:   m3 := 0.5:
q1 := Pi/2:   q2 := Pi/6:  
 xa := L1*sin(u(t)):       ya := L1*cos(u(t)):
 xb := xa + L3*sin(v(t)):  yb := ya + L3*cos(v(t)):
 xc := xa - L2*sin(v(t)):  yc := ya - L2*cos(v(t)):
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 # Jc – момент инерции всего тела относительно центра масс      
 Jc := 0.1: 
  кинетическая энергия маятников
 K := ((m2 + m3)*(diff(xa,t)^2 + diff(ya,t)^2) +
              m3*(diff(xb,t)^2 + diff(yb,t)^2) +
              m2*(diff(xc,t)^2 + diff(yc,t)^2))/2 +
              Jc*diff(v(t),t)^2/2:
    потенциальная энергия 
 P1 := g*m3*(L1 + L2 - yb):
 P2 := g*m2*(L1 - L2 - yc):
 P := P1 + P2:
 L := K - P:
 dL_U:=subs(W=diff(u(t),t),
        diff(subs(diff(u(t),t)=W,L),W)):
 dL_V:=subs(W=diff(v(t),t),
        diff(subs(diff(v(t),t)=W,L),W)):
 dT_U_dt := diff(dL_U, t):
 dT_V_dt := diff(dL_V, t):
 dL_U_ := subs(W = u(t), diff(subs(u(t) = W, L), W)):
 dL_V_ := subs(W = v(t), diff(subs(v(t) = W, L), W)):
Финальная система уравнений:
 ODE1 := simplify(dT_U_dt - dL_U_)=0:
 ODE2 := simplify(dT_V_dt - dL_V_)=0: 
 
Начальные условия:
 initial := {u(0)=q1, D(u)(0)=0, v(0)=q2, D(v)(0)=0}:
Решаем численно:
 sol := dsolve({ODE1,ODE2} union initial, numeric,
method=rkf45, output=listprocedure):
 solu :=  subs(sol, u(t)):
 solv :=  subs(sol, v(t)):
 dsolu := subs(sol, diff(u(t),t)):
 dsolv := subs(sol, diff(v(t),t)):
 
 unassign(‘t’):t:
 Gu1 := plot([solu(t), dsolu(t),t=0..T]):
 unassign(‘t’):t:
 Gv1 := plot([solv(t), dsolv(t),t=0..T]):
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 # вторые начальные условия




 sol:= dsolve({ODE1,ODE2} union initial, numeric,
method=rkf45, output=listprocedure):
 solu :=  subs(sol, u(t)):
 solv :=  subs(sol, v(t)):
 dsolu := subs(sol, diff(u(t),t)):
 dsolv := subs(sol, diff(v(t),t)):
  unassign(‘t’):t:
 Gu2 := plot([solu(t), dsolu(t),t=0..T],linestyle=4):
 unassign(‘t’):t:
 Gv2 := plot([solv(t), dsolv(t),t=0..T], linestyle=4):
 # третьи начальные условия




 sol:= dsolve({ODE1,ODE2} union initial, numeric, 
method=rkf45, output=listprocedure):
 solu :=  subs(sol, u(t)):
 solv :=  subs(sol, v(t)):
 dsolu := subs(sol, diff(u(t),t)):
 dsolv := subs(sol, diff(v(t),t)):
 
 unassign(‘t’):t:
 Gu3 := plot([solu(t), dsolu(t),t=0..T], linestyle=3):
 unassign(‘t’):t:
 Gv3 := plot([solv(t), dsolv(t),t=0..T], linestyle=3):
 display(Gu1, Gu2, Gu3, labels=[u,du], axes=BOXED, 
   axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
 display(Gv1, Gv2, Gv3, labels=[v,dv],axes=BOXED,  
   axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
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3. Maple – программа розрахунку машини для метання (катапульти)
 g := 9.8:  T := 1.1:    N := 100:        
 L1 := 1.:  L2 := 4.:  L3 := 4.25:  L4 := 1.:  
m1 := 100.:   m2 := 2.:   mb := 0.:
q1 := Pi/2+Pi/4:    q2 := Pi/4:    q3 := Pi/4:  
x1 := L1*sin(u(t)):       y1 := -L1*cos(u(t)):
x2 := -L2*sin(u(t)):      y2 := L2*cos(u(t)):
 x4 := x1 - L4*sin(u(t) + v(t)):
y4 := y1 + L4*cos(u(t) + v(t)):
x3 := x2 + L3*sin(u(t) - w(t)):
y3 := y2 - L3*cos(u(t) - w(t)):
 
 кинетическая энергия
 K := m1*(diff(x4,t)^2 + diff(y4,t)^2)/2 + 
     m2*(diff(x3,t)^2 + diff(y3,t)^2)/2 +
     mb*(L1^2 - L1*L2 + L2^2)*diff(u(t),t)^2/6:
    потенциальная энергия 
 P := m1*g*y4 + m2*g*y3 - mb*g*cos(u(t))*(L1 - L2):
 L := simplify(K - P);
 dL_U:=subs(Q=diff(u(t),t),
              diff(subs(diff(u(t),t)=Q,L),Q)):
 dL_V:=subs(Q=diff(v(t),t),
              diff(subs(diff(v(t),t)=Q,L),Q)):
dL_W:=subs(Q=diff(w(t),t),
              diff(subs(diff(w(t),t)=Q,L),Q)):
 dT_U_dt := diff(dL_U, t):
 dT_V_dt := diff(dL_V, t):
dT_W_dt := diff(dL_W, t):
 dL_U_ := subs(Q = u(t), diff(subs(u(t) = Q, L), Q)):
 dL_V_ := subs(Q = v(t), diff(subs(v(t) = Q, L), Q)):
dL_W_ := subs(Q = w(t), diff(subs(w(t) = Q, L), Q)):
Финальная система уравнений:_
 ODE1 := dT_U_dt - dL_U_ = 0:
 ODE2 := dT_V_dt - dL_V_ = 0:
 ODE3 := dT_W_dt - dL_W_ = 0:
 
Начальные условия:
 initial := {u(0)=q1, D(u)(0)=0, 
             v(0)=q2, D(v)(0)=0,
             w(0)=q3, D(w)(0)=0}:
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Решаем численно:
 sol := dsolve({ODE1, ODE2, ODE3} union initial, 
numeric, method=rkf45, output=listprocedure):
 
 solu :=  subs(sol, u(t)):
 solv :=  subs(sol, v(t)):
solw :=  subs(sol, w(t)):
 dsolu := subs(sol, diff(u(t),t)):
dsolv := subs(sol, diff(v(t),t)):
dsolw := subs(sol, diff(w(t),t)):
 unassign(‘t’):t:
# изображаются фазовые портреты для всех трех углов 
 plot([solu(t), dsolu(t),t=0..T], color=red,
 thickness=3, numpoints=500, labels=[u,du],
axes=BOXED,  axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
 unassign(‘t’):t:
 plot([solv(t), dsolv(t),t=0..T], color=red,
 thickness=3, numpoints=500, labels=[v,dv], 




 thickness=3, numpoints=500, labels=[w,dw], 
axes=BOXED,  axesfont=[TIMES,ITALIC,18], 
labelfont=[TIMES,ITALIC,18]);
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На завершення, у якості довідника програмування, наведемо чотири 
Maple-програм розрахунку подвійних маятникових систем, які нам вда-
лося знайти на сайтах Інтернету.
Першу програму було знайдено на сайті http://www.maplesoft.com/
applications/app_center_view.aspx. Автор цієї програми R.A.Smith. Про-
граму, яка дозволяє будувати траєкторії переміщення вузлів подвійно-
го маятника, наведемо з авторськими коментарями.
 
restart;
Cartesian co-ordinates for the upper mass.
x1:=L1*cos(theta(t));
y1:=L1*sin(phi(t));
       := y1 L1 ( )sin ( )θ t
      := y1 L1 ( )sin ( )θ t  
And for the lower mass.
x2:=L1*cos(theta(t))+L2*cos(phi(t));
y2:=L1*sin(theta(t))+L2*sin(phi(t));
    := y2  + L1 ( )sin ( )θ t L2 ( )sin ( )f t
    := y2  + L1 ( )sin ( )θ t L2 ( )sin ( )f t
Now calculate the velocities.
x1dot:=diff(x1,t); y1dot:=diff(y1,t);
x2dot:=diff(x2,t); y2dot:=diff(y2,t);
   
{ }, , , = c1 0.05530135874  = d2 -0.003734858006  = d1 0.06344835473  = c2 0.05751281746
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ewd  + -0.05366032069 5.787069938I  − -0.05366032069 5.787069938I, , := 
 + -0.07133967931 2.396151146I  − -0.07133967931 2.396151146I,
 










t ( )f t
 










t ( )f t
Calculate the Kinetic Energy, T
 T:=simplify(m1/2*(x1dot^2+y1dot^2)+
               m2/2*(x2dot^2+y2dot^2));














t ( )θ t
2
( )cos ( )θ t 2 −  := 
1
2 m1 L1












t ( )θ t
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t ( )f t
2
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t ( )f t + 
The potential energy is calculated with reference to the point L1 + L2 below 
the x axis since this is the zero point.
 V := m1*g*(L1+L2-L1*cos(theta(t)))+
    m2*g*(L1+L2-(L1*cos(theta(t))+L2*cos(phi(t))));
 := V  + m1 g ( ) +  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t m2 g ( ) +  −  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t L2 ( )cos ( )f t
Define the Lagrangian for the system
 Lg := T-V;














t ( )θ t
2
( )cos ( )θ t 2 −  := 
1
2 m1 L1












t ( )θ t
2
 +  + 


















t ( )f t
2
 +  + 










t ( )f t + 
m1 g ( ) +  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t m2 g ( ) +  −  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t L2 ( )cos ( )f t −  − 
The next step is to calculate the partial derivatives necessary to set up the 
equations of motion. Even doing this by hand would be quite a challenge.
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 Ltheta:=subs(pg=theta(t),
                 diff(subs(theta(t)=pg,Lg),pg));




t ( )θ t
2
( )cos ( )θ t ( )sin ( )θ t := 










t ( )f t + 










t ( )f t m1 g L1 ( )sin ( )θ t −  − 
m2 g L1 ( )sin ( )θ t − 
 Lphi:=subs(k=phi(t),diff(subs(phi(t)=k,Lg),k));




t ( )f t
2
( )sin ( )f t− := 










t ( )f t + 










t ( )f t m2 g L2 ( )sin ( )f t −  − 
 Lthetadot:=subs(td=diff(theta(t),t),
          diff(subs(diff(theta(t),t)=td,Lg),td));
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t ( )f t +  + 
 Lphidot:=subs(pd=diff(phi(t),t),
              diff(subs(diff(phi(t),t)=pd,Lg),pd));





















t ( )θ t L2 ( )cos ( )f t +  + 
The Euler-Lagrange equations for this system are defined as 
 eq1:=diff(Lthetadot,t)=Ltheta;
 eq2:=diff(Lphidot,t)=Lphi;
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t ( )f t m2 g L2 ( )sin ( )f t −  − 
Before trying a numerical method it is necessary to define the masses and 
length and of course the acceleration due to gravity.
 g := 9.81:  L1:=6:  L2:=4:  m1:=2:  m2:=3:
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The initial conditions defined here are fairly arbitrary, they give a nice plot 
at the end. You can change them if you want to to see what happens.
 ff := dsolve({eq1,eq2, theta(0)=.5,D(theta)(0)=4,
                        phi(0)=1,D(phi)(0)=-2},
{theta(t),phi(t)},type=numeric,output=listprocedure);
ff  = t ( )proc( )  ... end proct  = ( )f t ( )proc( )  ... end proct, , := 
 = d
d
t ( )f t ( )proc( )  ... end proct  = ( )θ t ( )proc( )  ... end proct, ,
ewd  + -0.05366032069 5.787069938I  − -0.05366032069 5.787069938I, , := 
 + -0.07133967931 2.396151146I  − -0.07133967931 2.396151146I,
 Theta := subs(ff,theta(t)); 
 Phi := subs(ff,phi(t));
            := Φ proc( )  ... end proct
             := Φ proc( )  ... end proct
Define the functions which will be used to calculate the position in the xy 
plane of the two masses.
 X1:=t->L1*cos(Theta(t));
               := Φ proc( )  ... end proct
 Y1:=t->L1*sin(Phi(t));
              := Φ proc( )  ... end proct
 X2:=t->L1*cos(Theta(t))+L2*cos(Phi(t));
     := Y2  → t  + L1 ( )sin ( )Θ t L2 ( )sin ( )Φ t
 Y2:=t->L1*sin(Theta(t))+L2*sin(Phi(t));
     := Y2  → t  + L1 ( )sin ( )Θ t L2 ( )sin ( )Φ t
Finally plot the position of the lower mass against time (this takes a while). 
It would be interesting to be able to show an animation of the pendulum in 




pendulum.mws було розміщено Maple програму розрахунку подвійної ма-
ятникової коливальної системи. Відмінність другої програми від поперед-
ньої полягає у її можливості будувати анімаційні зображення коливань.
restart;
x1:=L1*cos(theta(t)); y1:=L1*sin(theta(t));
     := y1 L1 ( )sin ( )θ t
     := y1 L1 ( )sin ( )θ t
x2:=L1*cos(theta(t))+L2*cos(phi(t)); 
y2:=L1*sin(theta(t))+L2*sin(phi(t));
    := y2  + L1 ( )sin ( )θ t L2 ( )sin ( )f t
    := y2  + L1 ( )sin ( )θ t L2 ( )sin ( )f t
x1dot:=diff(x1,t); y1dot:=diff(y1,t);
   { }, , , = c1 0.05530135874  = d2 -0.003734858006  = d1 0.06344835473  = c2 0.05751281746
   
ewd  + -0.05366032069 5.787069938I  − -0.05366032069 5.787069938I, , := 
 + -0.07133967931 2.396151146I  − -0.07133967931 2.396151146I,
 x2dot:=diff(x2,t); y2dot:=diff(y2,t);










t ( )f t










t ( )f t
Сalculate the kinetic energy, T
 T:=simplify(m1/2*(x1dot^2+y1dot^2)+
                      m2/2*(x2dot^2+y2dot^2));














t ( )θ t
2
 +  := 


















t ( )f t
2
 +  + 










t ( )f t + 
The potential energy is calculated with reference to the point L1 + L2 
below the x axis since this is the zero point.
 V := m1*g*(L1+L2-L1*cos(theta(t)))+
     m2*g*(L1+L2-(L1*cos(theta(t))+L2*cos(phi(t))));
  := V  + m1 g ( ) +  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t m2 g ( ) +  −  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t L2 ( )cos ( )f t
156 Куценко Л.М., Адашевська І.Ю.
Define the Lagrangian for the system.
 Lg:=T-V;
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t ( )f t + 
m1 g ( ) +  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t m2 g ( ) +  −  − L1 L2 L1 ( )cos ( )θ t L2 ( )cos ( )f t −  − 
The next step is to calculate the partial derivatives necessary to set up the 
equations of motion. Doing this by hand would be quite tedious.
 Ltheta:=subs(pg=theta(t),
             diff(subs(theta(t)=pg,Lg),pg));










t ( )f t := 










t ( )f t m1 g L1 ( )sin ( )θ t −  − 
m2 g L1 ( )sin ( )θ t − 
 Lphi:=subs(k=phi(t),diff(subs(phi(t)=k,Lg),k));
 










t ( )f t := 










t ( )f t m2 g L2 ( )sin ( )f t −  − 
 Lthetadot:=subs(td=diff(theta(t),t),
             diff(subs(diff(theta(t),t)=td,Lg),td));
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t ( )f t +  + 
 Lphidot:=subs(pd=diff(phi(t),t),
               diff(subs(diff(phi(t),t)=pd,Lg),pd));










t ( )f t +  := 




t ( )θ t L2 ( )cos ( )f t + 
The Euler-Lagrange equations for this system are defined as 
eq1:=diff(Lthetadot,t)=Ltheta;
eq2:=diff(Lphidot,t)=Lphi;
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t ( )f t m2 g L2 ( )sin ( )f t −  − 
Solve the equations and plot the positions of the masses. 
 with(plots): with(plottools):
g := 9.81: L1:=6: L2:=4: m1:=2: m2:=3: 
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The initial conditions defined here are fairly arbitrary.
 ic1 := theta(0)=1.5,D(theta)(0)=3.5,
            phi(0)=1.0,D(phi)(0)=-4.0;
   := ic1 , , , = ( )θ 0 1.5  = ( )( )D θ 0 3.5  = ( )f 0 1.0  = ( )( )D f 0 -4.0 ic2 := theta(0)=0.0,D(theta)(0)=0.0,
            phi(0)=1.0,D(phi)(0)=-4.0;
   := ic3 , , , = ( )θ 0 0.05  = ( )( )D θ 0 0.  = ( )f 0 0.05  = ( )( )D f 0 0.
 ic3 := theta(0)=0.05,D(theta)(0)=0.0,
            phi(0)=0.05,D(phi)(0)=0.0;
   := ic3 , , , = ( )θ 0 0.05  = ( )( )D θ 0 0.  = ( )f 0 0.05  = ( )( )D f 0 0.
 ff := dsolve({eq1,eq2,ic1},{theta(t),phi(t)},
           type=numeric,output=listprocedure);
  
ff  = t ( )proc( )  ... end proct  = ( )f t ( )proc( )  ... end proct, , := 
 = d
d
t ( )f t ( )proc( )  ... end proct  = ( )θ t ( )proc( )  ... end proct, ,
ewd  + -0.05366032069 5.787069938I  − -0.05366032069 5.787069938I, , := 
 + -0.07133967931 2.396151146I  − -0.07133967931 2.396151146I,
 Theta := subs(ff,theta(t)); 
 Phi := subs(ff,phi(t));
             := Φ proc( )  ... end proct
             := Φ proc( )  ... end proct
Define the functions which will be used to calculate the position in the x-y 






Define the total time to plot and the number of frames.
 T := 40:   N := 400:
pos1 := [seq([Y1(T/N*i),-X1(T/N*i)],i=0..N)]:
 pos2 := [seq([Y2(T/N*i),-X2(T/N*i)],i=0..N)]:
 rod1 := display(seq(line([0,0],pos1[i+1],
  color=black,thickness=2),i=0..N),insequence=true):
mass1 := display(seq(disk(pos1[i+1],0.4,color=black),
         i=0..N),insequence=true):




         i=0..N),insequence=true):
 path := display(seq(plot([seq(pos2[j],j=1..i)],
         style=line),i=1..N+1),insequence=true):
 L := L1+L2+1Ж
display(mass1,mass2,rod1,rod2,path,





pendulum_3.mws вдалося знайти оригінальну Maple програму розра-
хунку та побудови анімаційних зображень подвійного маятника. Автор 
програми Harald Kammerer із Німеччини. Особливість третьої програми 




           2*l1*l2*a2*thd*phd*cos(ph-th)))/2;
Er:=(m1*k1^2*thd^2+m2*k2^2*phd^2)/2;
V:=-g*(m1*a1*l1*cos(th)+
           m2*(l1*cos(th)+a2*l2*cos(ph)));
L:=simplify(Et+Er-V);
 := Et  + m1 a1
2 l12 thd 2
2
1
2 m2 ( ) +  + l1
2 thd 2 a22 l22 phd2 2 l1 l2 a2 thd phd ( )cos  − ph th
 
ewd  + -0.05366032069 5.787069938I  − -0.05366032069 5.787069938I, , := 
 + -0.07133967931 2.396151146I  − -0.07133967931 2.396151146I,
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  := V −g ( ) + m1 a1 l1 ( )cos th m2 ( ) + l1 ( )cos th a2 l2 ( )cos ph
 L
m1 a12 l12 thd 2
2
m2 l12 thd 2
2
m2 a22 l22 phd2
2 m2 l1 l2 a2 thd phd ( )cos  − ph th +  +  +  := 
m1 k12 thd 2
2
m2 k22 phd2
2 g m1 a1 l1 ( )cos th g m2 l1 ( )cos th +  +  +  + 
g m2 a2 l2 ( )cos ph + 
 dfdy1:= subs(th=th(t),ph=ph(t),thd=thd(t),
               phd=phd(t),diff(L,th));
dfdy2:= subs(th=th(t),ph=ph(t),thd=thd(t),
               phd=phd(t),diff(L,ph));
dfdy1d:=subs(th=th(t),ph=ph(t),thd=thd(t),
               phd=phd(t),diff(L,thd));
dfdy2d:=subs(th=th(t),ph=ph(t),thd=thd(t),
               phd=phd(t),diff(L,phd));
dfdy1 m2 l1 l2 a2 ( )thd t ( )phd t ( )sin  − ( )ph t ( )th t g m1 a1 l1 ( )sin ( )th t −  := 
g m2 l1 ( )sin ( )th t − 
 := dfdy2 −  − m2 l1 l2 a2 ( )thd t ( )phd t ( )sin  − ( )ph t ( )th t g m2 a2 l2 ( )sin ( )ph t
dfdy1d m1 a12 l12 ( )thd t m2 l12 ( )thd t m2 l1 l2 a2 ( )phd t ( )cos  − ( )ph t ( )th t +  +  := 
m1 k12 ( )thd t + 
 := dfdy2d  +  + m2 a22 l22 ( )phd t m2 l1 l2 a2 ( )thd t ( )cos  − ( )ph t ( )th t m2 k22 ( )phd t
ELeqn1:=subs(phd(t)=diff(ph(t),t),
       thd(t)=diff(th(t),t), dfdy1=diff(dfdy1d,t));
ELeqn2:=subs(phd(t)=diff(ph(t),t),
       thd(t)=diff(th(t),t), dfdy2=diff(dfdy2d,t));










t ( )ph t ( )sin  − ( )ph t ( )th t g m2 a2 l2 ( )sin ( )ph t := 










( )th t ( )cos  − ( )ph t ( )th t +  = 










t ( )ph t ( )sin  − ( )ph t ( )th t g m1 a1 l1 ( )sin ( )th t −  := 










( )th t +  = 





( )ph t ( )cos  − ( )ph t ( )th t + 


























( )th t + 


























( )ph t + 
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t ( )ph t ( ) − ( )ph t ( )th t g m1 a1 l1 ( )th t g m2 l1 ( )th t  = 















( )ph t +  + 


























( )ph t + 










t ( )ph t ( ) − ( )ph t ( )th t g m2 a2 l2 ( )ph t  =  := 










( )th t + 


























( )ph t + 
 EL1:=expand(subs(diff(ph(t),t,t)=phtt,
   diff(ph(t),t)=pht,  diff(th(t),t,t)=thtt,
 diff(th(t),t)=tht, ph(t)=ph,th(t)=th, EL1) );
EL2:=expand(subs(diff(ph(t),t,t)=phtt,
  diff(ph(t),t)=pht, diff(th(t),t,t)=thtt,
 diff(th(t),t)=tht, ph(t)=ph,th(t)=th, EL2) );
EL1  −  −  − m2 l1 l2 a2 tht pht ph m2 l1 l2 a2 tht pht th g m1 a1 l1 th g m2 l1 th =  := 
m1 a12 l12 thtt m2 l12 thtt m2 l1 l2 a2 phtt m2 l1 l2 a2 pht 2 ph +  +  − 
m2 l1 l2 a2 tht pht ph m2 l1 l2 a2 pht 2 th m2 l1 l2 a2 tht pht th m1 k12 thtt +  +  −  + 
EL2 −  +  − m2 l1 l2 a2 tht pht ph m2 l1 l2 a2 tht pht th g m2 a2 l2 ph m2 a22 l22 phtt =  := 
m2 l1 l2 a2 thtt m2 l1 l2 a2 tht pht ph m2 l1 l2 a2 tht 2 ph +  −  + 
m2 l1 l2 a2 tht pht th m2 l1 l2 a2 tht 2 th m2 k22 phtt +  −  + 
 EL1:=rhs(EL1)-lhs(EL1);
EL2:=rhs(EL2)-lhs(EL2);
162 Куценко Л.М., Адашевська І.Ю.
EL1 m1 a12 l12 thtt m2 l12 thtt m2 l1 l2 a2 phtt m2 l1 l2 a2 pht 2 ph +  +  −  := 
m2 l1 l2 a2 pht 2 th m1 k12 thtt g m1 a1 l1 th g m2 l1 th +  +  +  + 
EL2 m2 a22 l22 phtt m2 l1 l2 a2 thtt m2 l1 l2 a2 tht 2 ph m2 l1 l2 a2 tht 2 th +  +  −  := 
m2 k22 phtt g m2 a2 l2 ph +  + 
 #LINEARIZING EL1 and EL2 in th, ph, and derivatives:
zap:=x->subs(ph=0,pht=0,th=0,tht=0,thtt=0,phtt=0,x);
EL1linear:=zap(coeff(EL1,thtt))*thtt +





 := zap  → x ( )subs , , , , , , = ph 0  = pht 0  = th 0  = tht 0  = thtt 0  = phtt 0 x
EL1linear := 
 +  + ( ) +  + m1 a12 l12 m2 l12 m1 k12 thtt m2 l1 l2 a2 phtt ( ) + g m1 a1 l1 g m2 l1 th
{ }, , , = c1 0.05530135874  = d2 -0.003734858006  = d1 0.06344835473  = c2 0.05751281746
 solve({EL1linear,EL2linear},{thtt,phtt});
assign(%);
 = phtt − l2 a2 g ( )−  −  +  +  + l1
2 m1 a1 th l12 m2 th m2 l12 ph m1 a12 l12 ph m1 k12 ph
 +  +  +  + m1 a12 l12 a22 l22 m1 a12 l12 k22 m2 l12 k22 m1 k12 a22 l22 m1 k12 k22
,{
thtt  = 
−
g l1 ( ) +  −  +  + a22 l22 m1 a1 th a22 l22 m2 th a22 l22 m2 ph k22 m1 a1 th k22 m2 th
 +  +  +  + m1 a12 l12 a22 l22 m1 a12 l12 k22 m2 l12 k22 m1 k12 a22 l22 m1 k12 k22
}
 A:=[[coeff(thtt,th),coeff(thtt,ph)],
          [coeff( phtt,th),coeff( phtt,ph)]] ;
#simplify(A[1,2]-A[2,1]);
 
A − g l1 ( ) +  +  + a2
2 l22 m1 a1 m2 a22 l22 k22 m1 a1 m2 k22







g l1 m2 a22 l22








l2 a2 g ( )−  − l12 m1 a1 m2 l12
 +  +  +  + m1 a12 l12 a22 l22 m1 a12 l12 k22 m2 l12 k22 m1 k12 a22 l22 m1 k12 k22
,
−
l2 a2 g ( ) +  + m1 a12 l12 m2 l12 m1 k12








L1:=0.3*m: L2:=0.35*m: M1:=L1*rho/m: M2:=L2*rho/m:
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E_t:=subs(g=10*m,m1=M1,m2=M2,l1=L1,l2=L2,a1=1/2,
     a2=1/2,k1=L1/sqrt(12),k2=L2/sqrt(12),Et);
E_r:=subs(g=10*m,m1=M1,m2=M2,l1=L1,l2=L2,a1=1/2,
    a2=1/2,k1=L1/sqrt(12),k2=L2/sqrt(12),Er);
A1:=subs(g=10*m,m1=M1,m2=M2,l1=L1,l2=L2,a1=1/2,








E_t 0.003375000000rm2 thd 2 0.1750000000r +  := 
( ) +  + 0.09m2 thd 2 0.03062500000m2 phd2 0.1050000000m2 thd phd ( )cos  − ph th
 := E_r  + 0.001125000000rm2 thd 2 0.001786458333rm2 phd2
 := A1 [ ],[ ],-88.88888886 46.66666668 [ ],114.2857143 -102.8571429
eigendata [ ], ,-22.51014130 1 { }[ ],0.5751281746 0.8180633122 , := 
[ ], ,-169.2358904 1 { }[ ],-0.5530135874 0.9521353625
[ ], ,-22.51014130 1. { }[ ],0.5751281746 0.8180633122 ,
[ ], ,-169.2358904 1. { }[ ],-0.5530135874 0.9521353625
 := eigenvalues [ ],-22.51014131 -169.2358905
 := freqs [ ],4.744485358 13.00906955
 := periods [ ],1.324313352 0.4829849885
 #EXTRACT THE EIGENDATA AND CONSTRUCT THE SOLUTION
m:=1:  N:=2:
for i from 1 to N do
   lambda[i]:=evalf(eigendata[i][1]);
   v[i]:=convert(evalf(op(eigendata[i][3])),list);
   sol[i]:=expand((c[i]*cos(sqrt(-lambda[i])*t)





gensol t 0.5530135874c2 ( )cos 13.00906954t−[ →  := 
0.5530135874d2 ( )sin 13.00906954t 0.5751281746c1 ( )cos 4.744485357t −  + 
0.5751281746d1 ( )sin 4.744485357t + 0.9521353625c2 ( )cos 13.00906954t,
0.9521353625d2 ( )sin 13.00906954t 0.8180633122c1 ( )cos 4.744485357t +  + 
0.8180633122d1 ( )sin 4.744485357t + ]
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gensold t 7.194192215c2 ( )sin 13.00906954t 7.194192215d2 ( )cos 13.00906954t − [ →  := 
2.728687203c1 ( )sin 4.744485357t 2.728687203d1 ( )cos 4.744485357t −  + ,
12.38639514c2 ( )sin 13.00906954t 12.38639514d2 ( )cos 13.00906954t−  + 
3.881289406c1 ( )sin 4.744485357t 3.881289406d1 ( )cos 4.744485357t −  + ]
  th0:=0; ph0:=0.1; thd0:=.2; phd0:=.2;
ics:={gensol(0)[1]=th0,
      gensol(0)[2]=ph0,
      gensold(0)[1]=thd0,




      labels=[“theta”,”phi”]);
snapshot:=(th,ph)->plots[display](plottools[line](
      [0,0],[L1*sin(th),-L1*cos(th)],
      color=red,thickness=2),
                  plottools[line](
            [L1*sin(th),-L1*cos(th)],
            [L1*sin(th)+L2*sin(ph), 
           -L1*cos(th)-L2*cos(ph)],




                    i=1..150) ,insequence=true,
                   axes=none,scaling=constrained);
unassign(‘c[1]’,’c[2]’,’d[1]’,’d[2]’):
 ics  = −  + 0.5530135874c2 0.5751281746c1 0  =  + 0.9521353625c2 0.8180633122c1 0.1, ,{ := 
 = −  + 7.194192215d2 2.728687203d1 0.2  =  + 12.38639514d2 3.881289406d1 0.2, }





FinalLecture/doublependulum.mws було знайдено Maple – програму, 
яка є найбільш вдалою для моделювання рухів подвійного маятника. 
Автор програми також Harald Kammerer із Німеччини. Особливість 
четвертої програми полягає у відмінностях обчислень із застосуванням 
матричної алгебри. Крім того, в цій програмі цікавим є анімаційне зоб-
раження коливань, де коливання маятника спричиняє кумедна істота. 




# Description of the Mechanical Modell
 m1:=10.:l1:=1.:d1:=1.:
m2:=10.:l2:=1.:d2:=1.5:




 w10:=0:  w20:=0:  wp10:=0:  wp20:=1:
# System Matrices Substitution of the derivations
 wp1(t) := diff(w1(t),t):
 wp2(t) := diff(w2(t),t):
 wpp1(t) := diff(wp1(t),t):
 wpp2(t) := diff(wp2(t),t):
# System of Equations of Motion
# the momentum around point A. Note: G*sin(phi)=G*phi; G*cos(phi)=G.
 eq1:=m1*wpp1(t)+d1*wp1(t)=collect(expand(-(G1+G2)*
      w1(t)/l1+G2*(w2(t)-w1(t))/l2),{w1(t),w2(t)});
 









t ( )w1 t −  + 294.3000000 ( )w1 t 98.10000000 ( )w2 t
 eq2:=m2*wpp2(t)+d2*wp2(t)=collect(expand(-G2*
              (w2(t)-w1(t))/l2),{w1(t),w2(t)});









t ( )w2 t −  + 98.10000000 ( )w2 t 98.10000000 ( )w1 t
# Mass-, Damping- Stiffness- and System Matrices
 MM:=matrix(2,2,[m1,0,0,m2]);
















    







# Transform the 2 homogen equation of motion of degree 2 into 



















0 0 1 0
0 0 0 1
-29.43000000 9.810000000 -0.1000000000 -0.
9.810000000 -9.810000000 -0. -0.1500000000
# Eigenvalues and Eigenmodes Solve the Eigenvalue Problem
 ewd:=eigenvals(SMD);
 ewd  + -0.05366032069 5.787069938I  − -0.05366032069 5.787069938I, , := 
 + -0.07133967931 2.396151146I  − -0.07133967931 2.396151146I,
# Eigenfrequency and Damping of the Eigenmodes
















 for i from 1 by 1 to 4 do
 for j from 1 by 1 to 4 do
 if (lstsrt[i]=o[j]) then
 num[i]:=j:
 if (i>1 and num[i]<>num[i-1]) then j:=4 fi:
 fi:  od:  od:
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# View the Eigenvalues Numerical
# with positiv and negativ sign but the same amount belong together
 f01;  DL1;
    -0.3813592992        0.02975942581
 f02;  DL2;
    0.3813592992           0.02975942581
 f03;  DL3;
    0.9210407864        0.009272052109
 f04; DL4;
    -0.9210407864        0.009272052109
# Eigenmodes, Transformation Matrix
#The eigenvectors arranged in form of a matrix yields 




 for i from 1 by 1 to 4 do





# Transform System Matrixs into Main Coordinates
 AS:=multiply(inverse(T),multiply(SMD,T)):
 for i from 1 by 1 to 4 do
for j from 1 by 1 to 4 do
 if (i<>j) then AS[i,j]:=0 fi:
 if (i<>j) then AS[i,j]:=0 fi:
 od:  od:
# Transform the Initial Conditions into Main Coordinates
# Vector of initial conditions
 w0:=vector(4,[w10,w20,wp10,wp20]);
      := w0 [ ], , ,0 0 0 1
 z0:=multiply(inverse(T),w0);
 z0  + -0.2495754937 0.4939540919I  − 0.007465756829 0.1772692972I, ,[ := 
 + 0.007465756881 0.1772692971I  − -0.2495754937 0.4939540919I, ]
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 AB1:=z1(0)=z0[1];  AB2:=z2(0)=z0[2];
AB3:=z3(0)=z0[3];  AB4:=z4(0)=z0[4];
     := AB4  = ( )z4 0  − -0.2495754937 0.4939540919I
     := AB4  = ( )z4 0  − -0.2495754937 0.4939540919I
     := AB4  = ( )z4 0  − -0.2495754937 0.4939540919I  
    := AB4  = ( )z4 0  − -0.2495754937 0.4939540919I
# Main coordinates and derivations
 Z:=matrix(4,1,[z1(t),z2(t),z3(t),z4(t)]):
Zp:=matrix(4,1,[diff(z1(t),t),diff(z2(t),t),
                diff(z3(t),t),diff(z4(t),t)]);










t ( )z1 t
d
d
t ( )z2 t
d
d
t ( )z3 t
d
d
t ( )z4 t
# Equation of Motion in Main Coordinates
 BGL:=Zp=AS&*Z;
     := BGL  = Zp AS &* Z
# separated equations
 bgl1:=lhs(evalm(BGL))[1,1]=rhs(evalm(BGL))[1,1];
   := bgl4  = d
d
t ( )z4 t ( ) + -0.07133967912 2.396151147I ( )z4 t
 
 bgl2:=lhs(evalm(BGL))[2,1]=rhs(evalm(BGL))[2,1];
    := bgl4  = d
d
t ( )z4 t ( ) + -0.07133967912 2.396151147I ( )z4 t
 bgl3:=lhs(evalm(BGL))[3,1]=rhs(evalm(BGL))[3,1];
    := bgl4  = d
d
t ( )z4 t ( ) + -0.07133967912 2.396151147I ( )z4 t bgl4:=lhs(evalm(BGL))[4,1]=rhs(evalm(BGL))[4,1];
    := bgl4  = d
d
t ( )z4 t ( ) + -0.07133967912 2.396151147I ( )z4 t
# Solution
 lsg:=dsolve({bgl1,bgl2,bgl3,bgl4,AB1,AB2,AB3,AB4},
             {z1(t),z2(t),z3(t),z4(t)}):
 assign(lsg);
# ansformation in Real Coordinates
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 ZL:=matrix(4,1,[combine(expand(evalf(z1(t)))),
                combine(expand(evalf(z2(t)))),
                combine(expand(evalf(z3(t)))),








#Graphical View of the Time History

















       color=red):
 PPh2:=plot([Re(w2(t)),Re(v2(t)),t=0..ndt*dt],









      color=black,thickness=2):
 MAN02:=curve([[-0.2,-(l1+l2)],[-0.2,-(l1+l2)-0.15]],
      color=black,thickness=2):
 MAN03:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.05],[-0.25,-(l1+l2)]],
      color=black,thickness=2):
 MAN04:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.05],[-0.15,-(l1+l2)]],
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      color=black,thickness=2):
 MAN05:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.15],[-0.25,-(l1+l2)-
       0.3]], color=black,thickness=2):
 MAN06:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.15],[-0.15,-(l1+l2)-




        color=black,thickness=2):
 MAN13:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.05],[-0.25,-(l1+l2)]],
        color=black,thickness=2):
 MAN14:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.05],[-0.1,-(l1+l2)]],
        color=black,thickness=2):
 MAN15:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.15],[-0.25,-(l1+l2)-
        0.3]],color=black,thickness=2):
 MAN16:=curve([[-0.2,-(l1+l2)-0.15],[-0.15,-(l1+l2)-




      0.20]],color=black,thickness=2):
 MAN23:=curve([[-0.3,-(l1+l2)-0.10],[-0.35,-(l1+l2)-
      0.05]],color=black,thickness=2):
 MAN24:=curve([[-0.3,-(l1+l2)-0.10],[-0.25,-(l1+l2)-
      0.05]],color=black,thickness=2):
 MAN25:=curve([[-0.3,-(l1+l2)-0.20],[-0.25,-(l1+l2)-
      0.15]],color=black,thickness=2):
 MAN26:=curve([[-0.3,-(l1+l2)-0.20],[-0.25,-(l1+l2)-














 MASS1[i]:=disk([x1,-l1], 0.1, color=red):
 MASS2[i]:=disk([x2,-(l1+l2)], 0.1, color=blue):
 ANIM[i]:=display({PLI[i],MASS1[i],
              MASS2[i],FIX,MAN[i]});
 od:
 display([seq(ANIM[i],i=0..ndt)],insequence=true,
scaling=constrained,axes=none,
title=`Double Pendulum`);

